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Chapitre2 : Introduction à la programmation dynamique                                               Module ROA M2 Académique


2.1  Introduction

La programmation dynamique est une méthode exacte de résolution de problèmes d’optimisation séquentielle, due essentiellement à R. Bellman (1957). Elle est basée sur le principe d’optimalité de Bellman : " Toute sous politique, d'une politique optimale, est optimale" :
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Contrairement à la programmation linéaire, il n’y a pas un formalisme mathématique standard. C’est une approche de résolution où les équations doivent être spécifiées selon le problème à résoudre.
La programmation dynamique est similaire à la méthode diviser et régner en ce sens que, une solution d’un problème dépend des solutions précédentes obtenues des sous-problèmes. La différence significative entre ces deux méthodes est que la programmation dynamique permet aux sous-problèmes de se superposer. Autrement dit, un sous-problème peut être utilisé dans la solution de deux sous-problèmes différents. Tandis que l’approche diviser et régner crée des sous-problèmes qui sont complètement séparés et peuvent être résolus indépendamment l’un de l’autre. La différence fondamentale entre ces deux méthodes devient alors claire: les sous-problèmes dans la programmation dynamique peuvent être en interaction, alors dans la méthode diviser et régner, ils ne le sont pas (figure 2.1).
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Figure 2.1 ‒ différence entre la programmation dynamique et la méthode « diviser pour  régner »

Une seconde différence entre ces deux méthodes est, comme illustré par la figure ci-dessus, est que la méthode diviser et régner est récursive, les calculs se font de haut en bas. Tandis que la programmation dynamique est une méthode dont les calculs se font de bas en haut : on commence par résoudre les plus petits sous-problèmes. En combinant leur solution, on obtient les solutions des sous-problèmes de plus en plus grands.
La programmation dynamique est un "paradigme" simple de conception d’algorithmes qu’on peut appliquer pour résoudre un problème si:

1. La solution (optimale) d’un problème de taille n s’exprime en fonction de la solution (optimale) de problèmes de taille inférieure à n -c’est le principe d’optimalité-.

2. Une implémentation récursive "naïve" conduit à calculer de nombreuses fois la solution de mêmes sous-problèmes.

Comment? L’idée est alors simplement d’éviter de calculer plusieurs fois la solution du même sous-problème.

On définit une table pour mémoriser les calculs déjà effectués: à chaque élément correspondra la solution d’un et d’un seul problème intermédiaire, un élément correspondant au problème final. Il faut donc qu’on puisse déterminer les sous-problèmes (ou un sur-ensemble de ceux-ci) qui seront traités au cours du calcul (ou un sur-ensemble de ceux-ci) ... Ensuite il faut remplir cette table; il y a deux approches, l’une itérative, l’autre récursive:
· Version itérative: On initialise les "cases" correspondant aux cas de base. On remplit ensuite la table selon un ordre bien précis à déterminer: on commence par les problèmes de "taille" la plus petite possible, on termine par la solution du problème principal: il faut bien sûr qu’à chaque calcul, on n’utilise que les solutions déjà calculées. Le but est bien sûr que chaque élément soit calculé une et une seule fois.
· Version récursive (tabulation, memoizing): A chaque appel, on regarde dans la table si la valeur a déjà été calculée (donc une "case" correspond à un booléen et une valeur ou à une seule valeur si on utilise une valeur "sentinelle"). Si oui, on ne la recalcule pas: on récupère la valeur mémorisée; si non, on la calcule et à la fin du calcul, on stocke la valeur correspondante. Donc si la fonction f est définie par: fonction f(parametres p)
si cas_de_base(p) alors g(p) sinon h(f(p_1),...,f(p_k))

D'une manière générale, la programmation dynamique est nécessaire lorsque le traitement d'un problème de taille n dépend du traitement des problèmes de taille ni, avec la relation suivante :
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f(n) : fonction objectif

Exemple prototype. Le problème du voyageur
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Figure 2.1 ‒ exemple du problème de voyageur.
Un transporteur décide d’effectuer un voyage entre différentes villes qu’il ne connaît pas. Son but est de choisir le chemin le moins couteux. Pour cela, il calcule les différents coûts possibles (péage, carburant, restauration, prix hôtels) entre les différentes routes possibles du voyage.

Le trajet du transporteur est composé de 4 étapes (figure 2.1) et il doit arriver à la ville numérotée 10 en partant de la ville numérotée 1. Les autres numéros représentent les villes susceptibles d’être traversées. Les arcs entre ces nœuds représentent les différents trajets possibles et les valeurs cij au-dessus des arcs représentent le coût relatif au trajet décrit par l’arc.

Exemple : Si le voyageur empreinte le trajet 1( 2( 6( 9( 10, le coût total du voyage est 13 

Soit xn (n=1, ..., 4) les variables de décisions relatives à chacune des 4 étapes. Le chemin à suivre par le voyageur est 1( x1( x2( x3( x4 avec x4 = 10.
Soit fn (S, xn) le coût total pour le reste des étapes sachant que nous somme à l’état S de l’étape n  et que la destination choisie est xn.

Etant donné S et n, soit 
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L’approche de la programmation dynamique repose sur l’idée qu’un chemin ne peut être optimal que si chacune des ses composantes est elle même optimale. La démarche de la programmation dynamique consiste à étudier d’abord les sous problèmes qui se situent chronologiquement les derniers et sur un principe de retour en arrière.

L’objectif est donc de trouver la valeur de 
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(1). Pour l’avoir, la programmation dynamique va essayer d’évaluer avec une procédure de chaînage en arrière 
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A chaque étape, on va essayer d’évaluer pour chaque état s, la valeur de f (S, xn) pour chaque destination xn   possible, puis de retrouver la meilleure destination 
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 (celle qui correspond au plus petit coût f(S, xn)) et aussi la valeur de 
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Etape 3

	
	f3(S, x3)=Csx3+
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Etape 2

	
	f2(S, x2)=Csx2+
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Etape 1

	
	f1(S, x1)=Csx1+
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La valeur de 
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(1) = 11 représente le coût total pour le voyage. Le chemin optimal n’est unique puisque dès le départ on peut choisir 

= 3 ou 4, donc l’ensemble de ces chemins est:
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2.2  Caractéristiques d’un problème de programmation dynamique

Nous allons maintenant sur la base de l’exemple précédant analyser les propriétés communes aux problèmes de programmation dynamique.

(i) Le problème peut être décomposé en étapes et une décision doit être prise à chaque étape.

Le dernier exemple est devisé en 4 étapes où à chaque étape, la décision à prendre est celle de la destination à choisir. Ces décisions sont interdépendantes et séquentielles.

(ii) A chaque étape correspond un certain nombre d’états. Dans l’exemple du voyageur, les états à chaque étape sont représentés par les villes que le voyageur les visiter. Le nombre de ces états dans l’exemple est fini. Le nombre d’états peut être infinie (xn( IN) ou continue (xn( IR)

(iii) A chaque étape, la décision prise transforme l’état actuel en un état associé à l’étape suivante (dans certains cas avec une distribution de probabilité).

Dans notre exemple, se trouvant à une ville donnée, le voyageur décide de se rendre à une autre ville qui est un état de l’étape suivante.

(iv) Etant donné un état, une stratégie optimale pour les étapes restantes est indépendante des décisions prises aux étapes précédentes.

Si le voyageur est dans un état quelconque de l’étape i, le chemin optimal entre cet état et l’état 10 sera indépendant de la façon dont il y est arrivé. En d’autres termes, l’état actuel contient toute l’information nécessaire aux décisions futures. Cette propriété est dite principe d’optimalité.

(v) L’algorithme de recherche de la solution optimale commence par trouver la stratégie optimale pour tous les états de la dernière étape.

(vi) Une relation de récurrence identifie la stratégie optimale dans chaque état de l’étape n à partir de la stratégie optimale dans chaque état de l’étape n+1. 

Dans notre exemple la relation est 
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La stratégie optimale étant donné que nous sommes à l’état S de l’étape n, nécessite de retrouver la valeur de xn qui minimise l’expression ci-dessus.

La relation de récurrence à toujours cette forme 
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avec  fn(S,xn) est une expression en fonction de S, xn et 
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(vii) Utilisant cette relation de récurrence, l’algorithme procède à reculons étape par étape. Il détermine la stratégie optimale pour chaque état de chaque étape.

Dans tout problème de programmation dynamique, on peut construire à chaque étape un tableau analogue au suivant.

Etape n

	
	fn(S, x1)
	
	

	              X1
S
	états n+1
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	états n
	le coût ou la distance
	La longueur du chemin optimal à partir de S jusqu’à l’état final 
	Le meilleur état de l’étape n+1 le long du chemin optimal final


D’une manière simple Si on est dans le cadre de la méthode de la programmation dynamique, les étapes suivies peuvent être résumées comme suit :
1) Obtention de l’équation récursive liant la solution d’un problème à celle de sous problèmes.

2) Initialisation de la table: cette étape est donnée par les conditions initiales de l’équation obtenue à l’étape 1.

3) Remplissage de la table: cette étape consiste à résoudre les sous-problèmes de tailles de plus en plus grandes, en se servant bien entendu de l’équation obtenue à l’étape 1.

4) Lecture de la solution : l’étape 3 ne conduit qu’à la valeur (optimale) du problème de départ. Elle ne donne pas directement la solution conduisant à cette valeur. En générale, pour avoir cette solution, on fait un travail inverse en lisant dans la table en partant de la solution finale et en faisant le chemin inverse des calculs effectués en à l’étape 3.

2.3  Programmation dynamique déterministe

Dans cette section on s’intéresse au problème dit déterministe, où la connaissance de l’état et de la décision à prendre suffisent pour savoir l’état à l’étape suivante.

Un problème dynamique déterministe est caractérisé par la détermination de la fonction objective. Cette fonction peut être le minimum de la somme de la contribution induite par le passage d’un état à un autre, ou le maximum d’une telle somme, ou le minimum du produit de ces termes… etc.

Il faut aussi déterminer la nature de l’ensemble des états dans chacune des étapes. Ces états Sn peuvent être représentés par des variables discrètes ou par des variables continues ou dans certains cas par un vecteur.



étape n




étape n+1




  Sn              contribution de xn

  Sn+1
La structure de base d’un problème dynamique déterministe.
Exemple : Répartition optimale des moyens

Un projet du gouvernement est étudié par 3 groupes de chercheurs. La probabilité que chacun de ces groupes 1, 2 et 3, n’arrive pas à terminer le projet est respectivement: 0,4; 0,6 et 0,8.

Si on ajoute à ces groupes deux nouveaux chercheurs, les probabilités d’échec sont données par ce tableau
	
	Probabilité d’échec

	Nbre de nouveaux chercheurs
	Groupes

            1                2                         3

	0
	0,4
	0,6
	0,8

	1
	0,2
	0,4
	0,5

	2
	0,15
	0,2
	0,3


Le problème est de déterminer l’allocation optimale de ces deux chercheurs afin de minimiser la probabilité que les groupes de recherche échouent dans leur travail.

Solution:

· Etapes: 3 étapes ou les états représentent le nombre de chercheurs disponibles

· Variable de décision: xn représente le nombre de chercheurs à allouer à l’équipe de recherche n, n = 1, 2, 3.

· Contribution de la décision xn est la probabilité que l’équipe n échoue après avoir eu xn chercheur de plus.
· 
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Etape 2

	
	f2(S, x2)  =  p2(x2) 
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Etape 1

	
	f1(S, x1)  =  p1(x1) 
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La stratégie optimale est 
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La probabilité d’échec des trois groupes de recherche est de 0,06.
Exercice à faire : résoudre le problème de sac à dos en utilisant la programmation dynamique
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