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Introduction : Formalisation du
raisonnement — les logiques

« Logique » est un mot provenant du grec logos qui signifie « science de la raison ». La
logique étudie le discours, et plus particulierement le(s) raisonnement(s).

De tous temps, les hommes se sont disputés et la force a souvent triomphé sur la raison.
Les discours eussent souvent pu éviter des drames, pourvu qu’ils aient été bien compris.
Malheureusement, on s’est apercu il y a bien longtemps de la difficulté qu’il y avait a exprimer
des choses stires et vraies dans notre langue. Celle-ci est source de malentendus.

Pour convaincre ou pour se laisser convaincre, il parait indispensable de supprimer les
ambiguités de la langue parlée ou écrite. Nous souhaitons pouvoir comprendre sans équivoque
une phrase. En somme, nous aimerions que la sémantique d’une phrase soit clairement dé-
terminée.

Plus encore, méme si chaque phrase a un sens bien précis, il parait nécessaire de codifier les
enchainements de phrases, tout comme dans un jeu ou certains coups ne sont pas autorisés.

Cette codification, ces regles, ces restrictions, créent une nouvelle langue, beaucoup plus
rigide que la « vraie » langue, mais cette rigidité est ce qui nous intéresse, car c’est elle qui
va nous permettre de découvrir des propriétés nouvelles.

Une logique, c’est une telle codification. C’est une description d’un certain type de réalité
et cette description a pour but de nous aider a trouver la vérité. Nous voulons par exemple
savoir si une affirmation est vraie ou fausse ou si quelqu’un a raison ou tort, relativement a
la logique considérée.

La logique n’est pas unique parce que la langue que 'on cherche a codifier ne 'est pas
non plus. Certes, on peut supposer qu’on ne s’intéressera qu’a des discours en francais, mais
ces discours n’en peuvent pas moins avoir une structure tres différente. Pour caricaturer, on
pourrait imaginer les deux discours extrémes suivants, I'un ol seules des phrases affirmatives
sont autorisées, telles que « Il fait beau» ou «il pleut », 'autre ot des hypotheses peuvent
etre émises, telles que «s’il pleut, le sol est mouillé ».

On peut voir une logique comme une restriction d’'un langage mais aussi comme une
formalisation de ce méme langage. Dans ce cas, on imagine bien qu’a chaque type de raison-
nement correspond une formalisation, d’ou I'existence de diverses logiques.

Il y a le raisonnement et il y a ce sur quoi on raisonne. La logique ne s’intéresse pas a
I'objet du raisonnement. Le logicien se place dans un monde « logique » ou les faits' sont
des entités abstraites correspondant aux entités concretes du monde. Le processus est le

1. Le monde se décompose en faits (Ludwig Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus, 1922, § 1.2.1).



suivant : nous partons de faits concrets et nous leur faisons correspondre des faits abstraits.
La logique manipule ces faits abstraits et en déduit d’autres. La manipulation des faits
abstraits est censée correspondre a celle des faits concrets. Nous disons « censée » parce que
la correspondance reflete une certaine image du monde, laquelle n’est pas nécessairement figée
et peut dépendre des connaissances physiques du moment. Aux nouveaux faits abstraits, nous
faisons correspondre réciproquement de nouveaux faits concrets.

L’un des intéréts de la formalisation du raisonnement découle du fait que la structure
du raisonnement varie peu. Nous raisonnons souvent de la méme maniere. Si nous prouvons
qu'un certain raisonnement est correct ou faux, nous pourrons réutiliser cette connaissance
avec d’autres discours. L’analyse du raisonnement nous permet aussi de réfuter des discours,
de pointer sur des contradictions. Enfin, la mécanisation du raisonnement a bien sur des
applications de choix en informatique et dans toutes les disciplines ou la machine doit aider,
voire remplacer I’homme.



Chapitre 1

Systemes formels: exemples
introductifs

Nous donnons dans cette partie quelques exemples pouvant servir d’introduction aux
systemes formels. Tous ces exemples font appel a certaines notions qui ne seront vues que
dans les chapitres ultérieurs. Nous suggérons au lecteur de se faire une premiere idée des
théories exposées ici, sans pour autant vouloir tout comprendre, puis d’y revenir apres avoir
lu le chapitre consacré au calcul des prédicats.

1.1 Exemple 1: génération de théoremes de ’arithmé-
tique

Voici un premier exemple repris & Quine®.
Admettons comme axiomes les deux équations:

(4) v = z—(y—y)
(B) ©=(y—2) = z—(y—x)
et comme regles d’inférence:
— substitution d’une expression quelconque pour toutes les occurences d’une variable
(substitution);

— si @ = (3, remplacement de [ par a n’'importe ou (remplacement des égauz par les
égaux).

Voici quelques théoremes que nous pouvons déduire :

1. W.V. Quine: A Method for Generating Part of Arithmetic Without Intuitive Logic, 1934.



(1) T = (A4),(4)
(2) r = x—(z2—2) (A)
(3) y—(x—2) = z2—(z—y) (B)
(4) y—(x—(2—2) = z2—z—(r—y) (B)
5) z2-(G—-2-(r-y) = z-y—(2—2—2) (B)
6) y-y—(r-—2r-—2) = y-y—(r—z—-1) (1)
(7) y—r = z—2—(r—y) (2),(4)
(8) r—z-y = w—w-—(y—(r—2)) (7)
(9) r—y—z = w—w-—(2—(r—-y)) (7)
(10) z=(y—z) = v-y—(2—2—2) (7),(5)
(11) r—(y—-y) = y-y—(r—r—2) (10)
(12) r—y—z = w-—w—(y—(r—2) (3),09)
(13) r—(y—z2) = r—y—(2—2—2) (B),(10)
(14) r—(y—-y) = v—y—(y—-y—y) (13)
(15) r—y—z = T—2z2—yY (8),(12)
(16) z—z—(r—y) = z2—(x—y)—=z (15)
(17) y—z = z—(r—y)—= (7),(16)
(18) y—r = y—(r—2)—z (3),(17)
(19) v o= r—y—(y—y—y)  (4),(14)
(20) r = y-—y—(z—z—-x) (A4),(11)
21) y-y—-(r—r-2) = =z (20),(6)

Les numéros a gauche des équations sont les numéros des théoremes. Les numéros a
droite indiquent comment un théoreme a été obtenu. Lorsqu’il ne figure qu’'un nombre ou
une lettre a droite, cela signifie que le théoreme a été obtenu a partir du théoreme indiqué,
en y faisant une substitution (premiere regle d’inférence). Par exemple (8) est obtenu de (7)
en y remplagant z par w, x par y et y par x — z (en parallele).

Lorsque deux nombres figurent a droite, cela signifie que la partie droite de 1’équation
représentée par le premier nombre est remplacée par sa partie gauche dans I’équation repré-
sentée par le second nombre. Par exemple, (17) est obtenu de (16) en remplagant z—z—(x—y)
par y — z, conformément a 1’équation (7).

Quine a montré que tous les théoremes constitués uniquement de soustractions et de
parentheses peuvent étre obtenus a partir des deux axiomes et des regles d’inférence.

1.2 Exemple 2: calcul d’intégrales

On considere ’ensemble des fonctions polynomiales dont les monomes ont un degré positif
ou nul. Ces fonctions sont intégrables sur R.

On note I(f,a,b) la valeur de I'intégrale fab f(z)dx.

On se donne les axiomes suivants, ou A D B doit étre lu «si A alors B »:



(1) (f = fit+ f2) D (U(f.a.b) = I(f1,a,b) + I(f2,a,D))
(2> (f = _fl) ) (I(f>a7b) = _I(flvaab))

(3> (f:Cf1> ) (I(f>a7b> :flj(fljr?ub»

4) (f=2")>I(fab)=""7 — 47)

(5) (a<b<e)D ((f,a,c)=1I(fab)+1(fbec))

(6) ](fvaab> = —](f,b,(l)

ainsi que les régles de modus ponens (cf. §2.5.1), de remplacement d’égaux par des égaux
(si f = fi1 + fa, on peut remplacer f par f; + fo ou on le souhaite) et de substitution dans
les axiomes ou les théoremes. Ces deux dernieres regles sont analogues a celles du premier
exemple.

A partir de ces axiomes et de ces regles d’inférence, on peut alors déduire tous les théo-
remes concernant les valeurs des intégrales de fonctions polynomiales.
Par exemple, si f(z) = 2% — 722, on obtient

I(f,0,1) = I(x3,0,1)+ I(—7220,1) par (1)
1/4+ I(=722,0,1) par (4)

1/4 —71(22,0,1) par (3)

= 1/4—7-1/3 par (4)

1.3 Exemple 3: arithmétique de Peano

L’arithmétique de Peano (du nom du mathématicien italien qui I’a introduite) est une
des grandes théories étudiées par les logiciens, et utilisée tant par les mathématiciens que
par les informaticiens.

Il s’agit d'un systeme pour l'arithmétique usuelle sur les entiers naturels. Les axiomes de
ce systeme comportent les symboles < et = pour représenter les relations « plus petit » et
«égal ». Ils comprennent d’autre part les symboles 0 pour le nombre zéro et les symboles s,
+ et - pour les opérations «successeur », «addition» et « multiplication ». Dans ce systeme,
1 est noté s(0) («successeur de zéro»), 2 est noté s(s(0)) et ainsi de suite.

Ce systeme admet les axiomes suivants:

(1) (Vx)—=(s(z) = 0), i.e., le successeur d'un entier naturel n’est jamais égal a zéro;

(2) (Vz,y) (s(x) = s(y)) D (z = y), i.e. si deux successeurs sont égaux, ils sont les succes-
seurs d’'un méme nombre;

(3) (Vz) (x4 0 =z), i.e. 0 est élément neutre de I’addition;

(4) (Vo,y) (x4 s(y) = s(x +y))

(5) (V) (z-0=0),

(6) (Vz,y)(z - s(y) = -y + x), ie., distributivité de la multiplication par rapport au
successeur;

(7) (Vz)—=(x < 0), i.e. x est positif ou nul;

(8) (Vz,y) ((x < s(y)) = (x <y) V (x =y)), i.e. définition de = < y;



(9) ¢(0) A (V) (p(x) D w(s(z))) D Vxp(x), i.e., principe de récurrence.

Il s’agit d’'un exemple de systeme incomplet, ¢’est-a-dire que certaines affirmations vraies
de ce systéme ne sont pas démontrables. (cf. Godel)



Chapitre 2

Calcul des propositions

2.1 Introduction

On s’intéresse a des affirmations concernant des choses particulieres, ces affirmations pou-
vant étre vraies ou fausses. Ces affirmations sont des formules et celles que nous considérons
sont de deux sortes:

1. Les formules dites atomiques, ou encore propositions, sont des expressions que 1’on
considere indécomposables; certaines de ces propositions sont vraies, certaines sont
fausses; quelquefois la vérité (ou la fausseté) d’une proposition nous est donnée, quel-
quefois nous devons la déterminer.

2. Les formules composées, ou non atomiques, sont des formules obtenues a partir d’autres
formules plus petites en appliquant des opérations « logiques ». Dans la pratique, ces
opérations sont la négation («nonx), la conjonction («et»), la disjonction («oux») et
le conditionnel ' («si ... alors»). On verra par la suite que I'ensemble des opérations
peut étre différent, car certaines opérations sont équivalentes a ’emploi combiné de
plusieurs autres opérations.

2.1.1 Les formules atomiques

On peut décider que les phrases qui suivent sont des propositions (formules atomiques) :

— «le tableau est propre »;
— «j’ai écrit sur le tableau »;
— «personne ne vient d’effacer le tableau »;

Qu’est-ce qui fait qu’une formule est atomique et qu’une autre ne ’est pas?
La seule chose qui caractérise une formule atomique, c¢’est le fait que nous nous interdisons
de la décomposer ou d’émettre — au sein du langage formel — des considérations relatives

1. Nous distinguons dans ce document le « conditionnel » de I’« implication ». Nous considérerons des
formules conditionnelles, mais parlerons de 'implication entre deux formules. Le terme employé dépend du
niveau ou ’on se place. Pour plus de détails sur cette distinction, nous renvoyons a 'ouvrage de Quine cité
en bibliographie.
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a certains constituants d'une formule atomique. Une telle formule est toujours prise comme
un tout. On peut par exemple supposer qu’elle est vraie et voir ce qu’il en résulte. On peut
supposer qu’elle est fausse. On peut — en faisant d’autres hypotheses — essayer de prouver
qu'une formule atomique est vraie. Ou qu’elle est fausse. Exemple: si «la climatisation est
branchée et il fait frais» est considéré comme une formule atomique vraie, si «la climatisation
est branchée » et «il fait frais» sont des formules atomiques dont on cherche a savoir si elles
sont vraies ou fausses, on ne peut pas déduire la vérité de ces deux dernieres formules de
la premiere. Il n’est pas impossible que cette vérité puisse étre déduite grace a d’autres
informations, mais pas grace a celle-la.

I1 faut aussi noter que si «la climatisation est branchée» n’est pas considérée comme une
proposition, alors la déduction ne pourra pas étre faite.

2.1.2 Les formules composées

On peut voir les affirmations suivantes comme des formules composées :

— «le tableau n’est pas propre»;

— «je n’ai pas écrit sur le tableau »;

— «le tableau n’est pas propre et je n’ai pas écrit sur le tableau »;

— «si le tableau est propre, alors je n’ai pas écrit sur le tableau »;

— «si le tableau n’est pas propre, alors personne ne vient de l'effacer ».

En fait, ces affirmations traduisent I'application de la négation et du conditionnel, ou de
leur combinaison aux formules atomiques données plus haut. Toutefois, il est clair que nous
avons commis ici un abus de langage, puisque nous avons apparemment pénétré dans certaines
formules atomiques. En toute rigueur, nous aurions di dire que les formules composées sont
les suivantes :

— non(«le tableau est propre »);

— non(«j’ai écrit sur le tableau»);

— non(«le tableau est propre») et non(«j’ai écrit sur le tableau»);

— (si «le tableau est propre », alors non(«j’ai écrit sur le tableau»));

— (si non(«le tableau est propre»), alors « personne ne vient de 'effacer »).

2.1.3 Le substrat de la logique

Le langage qui sous-tend les propositions (c’est-a-dire le langage employé entre les guille-
mets) est donc séparé du langage «logique » proprement dit (celui des connecteurs « et »,
«ou», «si», etc.). En quelque sorte, on peut imaginer que 1'on a choisi un certain nombre
(éventuellement infini) de briques de base (les propositions) et que ces briques peuvent étre
combinées suivant un nombre restreint de regles de formation parfaitement codifiées.

Le substrat peut étre un langage plus codifié que le frangais. Il pourrait par exemple
s’agir de formules d’arithmétique (cf. §1.3).

11



2.1.4 But du calcul des propositions

Le calcul des propositions a pour objectif de décider de la vérité de telle ou telle affir-
mation, et en particulier de vérifier tel ou tel raisonnement en formalisant précisément les
connaissances (quelles sont les propositions vraies) et les moyens de déduire de nouvelles
connaissances a partir de ce qui est déja connu. Cette formalisation passe par I'abstraction
du substrat propositionnel. En effet, comme les formules atomiques sont « fermées» a notre
perspicacité, nous noterons celles-ci par des lettres a, b, ... , appelées variables proposition-
nelles. a représentera une certaine affirmation, par exemple «le tableau est propre », mais
sa nature exacte ne nous intéressera pas. Nous partirons en général d'un certain nombre de
faits (par exemple: a est vrai, ¢ est faux, (si a est vrai alors b est vrai, etc.) et essaierons
de déterminer si une affirmation particuliere est vraie, cette affirmation pouvant étre une
formule atomique (est-ce que b est vrai?) ou une formule composée (est-ce que a est vrai et
b est faux?).

Les déductions se feront formellement et indépendamment du « contenu » des proposi-
tions. Par exemple, si «la vache est ou deviendra maigre », «la vache n’a rien a manger »,
«la vache vit dans un désert sans herbe », «la vache va mourir de faim » et «la vache a ou
aura faim » sont des formules atomiques, et (si «la vache vit dans un désert sans herbe »,
alors «la vache a ou aura faim») est une formule composée, on ne pourra pas déduire « la
vache va mourir de faim » de «la vache vit dans un désert sans herbe » parce que la seule
information dont nous pourrions nous servir—a savoir ce que nous savons de la vie dans
un désert—est inutilisable ici car nous n’avons pas le droit d’entrer a [’intérieur des propo-
sitions. Ceci peut sembler étre une limitation, mais en réalité ceci nous permet de ne pas
nous préoccuper des problemes d’ambiguité de la langue du substrat et de formaliser préci-
sément le raisonnement ou une partie d’un raisonnement. Si nous ne pouvons pas déduire
un fait que nous aimerions déduire, nous pouvons ajouter des informations a ’ensemble de
nos hypotheses. Par exemple, dans le cas précédent, on pourrait ajouter des regles (formules
composées «si ... alors... ») expliquant ce qui arrive a une vache dans un désert. Il se pose
donc ici le probleme de I'adéquation des hypotheses au raisonnement que nous souhaitons
formaliser. Ce probleme d’adéquation est tres important, mais nous ne nous y intéresserons
pas. Nous resterons constamment dans un cadre formel, tout en sachant que les hypotheses
formelles que nous avons considérées correspondent a une certaine réalité et que si ces cor-
respondances s’étendent a une description de 1’évolution de la réalité, les déductions faites
de maniere purement formelles auront une correspondance dans la réalité. La plupart du
temps, nous oublierons cette volonté de reproduire la réalité, méme si c¢’est ce qui a motivé
I'introduction a la logique depuis 1’Organon d’Aristote.

2.2 Syntaxe

Nous décrivons maintenant formellement 1’ensemble des formules de la logique proposi-
tionnelle :

Définition 1 Une variable propositionnelle a est une variable dont la valeur est une propo-
sition élémentaire et non une composition de propositions élémentaires.

12



Les variables propositionnelles forment les constituants ultimes, les atomes, d'une formule
de la logique propositionnelle.

Définition 2 Soit P = {a,b,c,...} un ensemble (éventuellement infini) de variables propo-
sitionnelles. L’ensemble F des formules de la logique propositionnelle est défini comme étant
le plus petit ensemble S tel que :

- Sipe P alorspe S,

— Si A et B sont des éléments de S, alors (—A), (AN B), (AV B) et (A D B) sont des
éléments de S.

F' contient donc a, b, (—a), (aAD), (aNa), (bAa), a, (a D (—b)), etc. En pratique, nous
n’indiquerons pas toujours les parentheses.

Intuition La définition précédente collecte inductivement (ou récursivement) toutes les
formules abstraites correspondant aux opérations concretes suivantes :

— Négation («non»), notée formellement — ;

— Conjonction («et»), notée formellement A ;

— Disjonction («ou ), notée formellement V ;

— Groupement (parenthéses);

— Conditionnel matériel («si ... alors»), noté formellement O ;

Les variables propositionnelles correspondent a certaines affirmations du monde concret.

Conditionnel matériel. Ce n’est pas la causalité. A D B dit que B n’est pas plus
faux que A. La causalité se traduit par le conditionnel. La tradition philonienne définit le
conditionnel dans tous les cas de figure et ce uniquement par rapport a la vérité de ses
constituants (et non en fonction des liens entre les constituants). (cf. Gochet et Gribomont,
tome 1, page 32)

2.3 Vérité d’une formule

2.3.1 Introduction

Il faut un moyen de déterminer ce qui est vrai et ce qui est faux. L’interprétation qui nous
servira de référence est I'interprétation structurelle, parce que qu’elle est la plus naturelle.

2.3.2 Algebres de Boole

Une algebre de Boole est une structure B = (B, <, a, v ,0,1) satisfaisant les propriétés
suivantes :

1. {0,1} € B, ou 0 # 1;
2. v et A sont des fonctions de B? dans B;
3. (B, <) est un ordre partiel tel que, pour chaque z,y € B, zvy € Bet x rny € B;

4. 1 est I’élément maximum de B et 0 est ’élément minimum de B, c’est-a-dire que pour
chaque z € B, 0 < x < 1;
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5. Pour chaque x € B, il existe un élément de B, noté 7, tel que x AT =0et zvT = 1.
On appelle T le complément de z. - peut étre vu comme une fonction de B dans B.

6. v est distributive par rapport a A et A est distributive par rapport a v, c¢’est-a-dire que
pour chaque z,y,2 € B, (xvy)rz=(zrz)v(yrz)et (xary)vz=(rvz)a(yvz).

Exemple: d’apres ce qui précede, on a les relations suivantes: 0A0 =0A1=1A0 =0,
Irn1=1,0vl=1v0=1v1=1,0v0=0.

2.3.3 Interprétation des formules dans une algebre de Boole

Pour déterminer si une formule est vraie ou fausse, nous lui faisons correspondre un
élément de {0,1}, ou 0 correspondra a « faux » et 1 a « vrai ». Plus précisément, nous
établissons une correspondance entre deux structures, d’une part celle des formules du calcul
des propositions avec les regles de formation =, A, V et D, d’autre part 'algebre de Boole
({0,1}, <, A, v,0,1), structure souvent notée 2.

Pour interpréter une formule dans I’algebre de Boole 2, on associe soit 0 soit 1 a I’ensemble
des variables propositionnelles. On se donne donc une fonction de valuation v :

v:P— {01}

Les variables auxquelles on associe 0 correspondront a des propositions fausses, alors que
les variables auxquelles on associe 1 correspondront a des propositions vraies.

Cette fonction v n’est initialement définie que pour les variables propositionnelles. On
I’étend a I'ensemble des formules de la maniere suivante :

v(=4) = v(A) (2.1)
V(AVB) = v(A)vu(B) (2.2)
V(ANB) = v(A)rv(B) (2.3)
V(A>B) = v(A)vu(B) (2.4)

Intuition Ces définitions de v correspondent au sens que l'on veut donner auzx formules
du calcul propositionnel. La premiére dit que ~A est faux lorsque A est vrai et réciproquement.
La seconde dit que AV B est vrai quand au moins A ou B est vrai. La troisieme dit que
AN B est vrai lorsque A et B est vrai. Enfin la derniére dit que A D B est vrai si ou bien A
est faux, ou bien B est vrai, ou bien les deux. Il est important de réaliser que les opérations
A et v a droite sont différentes des opérations de gauche. Ce n’est que par commodité que
nous employons les mémes.

La fonction v est déterminée de maniere unique par les équations précédentes, connaissant
la valeur de v pour les variables propositionnelles.

2.3.4 Tautologies et équivalences

On appelle tautologie une formule dont I'interprétation est 1, quelle que soit la valeur des
variables propositionnelles. On parlera aussi de formule valide. Un exemple de formule valide
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du calcul des propositions est ¢ V ¢, c’est-a-dire le tiers exclus. Que la valeur associée a ¢
soit 0 (fausse) ou 1 (vraie), 'interprétation de la formule est 1.

On dit que ¢ est équivalent a 1 et on le note p = 1 si (¢ D ¥) A (¥ D ¢) est une
tautologie. Nous donnons plus loin un certain nombre d’équivalences classiques, pouvant
facilement étre vérifiées au moyen de ce qui précede.

Par la suite, nous écrirons souvent « V» (pour Vrai) au lieu de 1 et «F» (pour Faux) au
lieu de 0.

2.3.5 Tables de vérité

On peut déterminer la validité d'une formule du calcul propositionnel en considérant
toutes les valeurs de vérité possibles pour les variables de la formules. Ces données s’arrangent
dans un tableau que l'on appelle table de vérité. Les tables de vérité semblent avoir été
introduites par Ludwig Wittgenstein.

Tables de vérité des connecteurs

Les tables de vérité des connecteurs logiques =, A, V et D sont des représentations des
valeurs de vérité des formules A, AN B, AV B et A D B en fonction de A et B. Ces tables
correspondent directement a la définition de la fonction v un peu plus haut (cf. §2.3.3).

— Négation:
Al -A
F| V
V| F

— Conjonction :
A B|AAB
vV Vv \Y
vV F F
F Vv F
F F F

— Disjonction:
A B|AVB
vV Vv \Y
vV F \Y
F Vv \Y
F F F

— Conditionnelle :
A B/ ADB
vV Vv \Y
vV F F
F Vv \Y
F F \Y%
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Exemple

Voici par exemple la table de vérité de la formule F' égale a ((pAgq) D —r)=(p D (¢ D

-r)):

p_q r|ripAglgDr|(pAgDor|pD(¢gDor) | F
VV V[F |V F F F v
VV F| V]|V v v v v
VF V| F|F v v v v
VF F|V|F v v Y v
F V V| F| F F v v v
F V F|V| F v v Y \Y
F F V| F| F v v v v
F F F|V| F \ \ \ v

Si la derniere colonne de la table ne contient que des «V», cela signifie que la formule est
vraie quelles que soient les valeurs des variables p, ¢ et r, donc que c¢’est une formule valide
du calcul des propositions.

Simplification d’une formule

On a vu que deux formules du calcul propositionnel peuvent étre équivalentes. On peut
chercher a trouver la «formule la plus petite» équivalente a une formule donnée. Ceci a des
applications tres importantes pour la conception des circuits digitaux, puisque cela permet
de réduire le nombre de composants.

Inconvénient des tables de vérité

S’il y a trop de variables, I’emploi de tables de vérité pour déterminer la validité d'une
formule n’est plus adapté.

2.4 Equivalences classiques

Les équivalences suivantes peuvent facilement étre vérifiées par les méthodes vues précé-
demment. Ici A, B et C' sont des formules quelconques du calcul des propositions.
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Identité A=A
Lois de De Morgan -(AAB)=(-AV-B)
-(AV B) = (-AA-B)

Commutativité (ANB)=(BAA)
(AVB)=(BVA)
Associativité (AN(BAC)=((AANB)ANC)
(Av(BVvC(C))=((AvB)Vv()
Distributivité (AN(BVO)=((AANB)V(ANQ))
(AV(BAC)) = ((AV B)A(AVC))
Contraposition (AD B)= (=B > -A)
Conditionnel matériel (A D B) = (-~AV B)=-(AA-B)
Equivalence matérielle (A= B)=(AD> B)A (B> A)=(AAB)V (-AA-B)
Idempotence A=(ANA)
A= (AV A)
Exportation- (AAB)DC)=(AD(BDC())
importation
Double négation A=--A
Absorption AN(AV B))

2.5 Systémes axiomatiques

L’application de la logique a I'une ou 'autre théorie scientifique, telle que 'arithmétique
ou une quelconque branche de la physique, est quelquefois rendue explicite par la définition
de ce qu’on appelle un systéme axiomatique. Certaines affirmations de la théorie sont prises
comme points de départ sous le nom d’aziomes, et puis, d’autres affirmations, appelées
théoremes, sont engendrées en montrant qu’elles découlent logiquement des axiomes.

Les systemes axiomatiques sont des systemes formels.

2.5.1 Emploi d’un systeme axiomatique pour dériver des formules
valides

On peut utiliser un systeme axiomatique pour obtenir toutes les formules valides dans le
calcul des propositions. Nous allons sommairement présenter deux systemes, chacun étant
constitué d’axiomes et utilisant deux regles d’inférence particulieres, le modus ponens et la
substitution. 1l existe de nombreux autres systemes d’axiomes. Examinons les deux regles:

Le modus ponens Si on a prouvé A et A D B, alors on peut déduire B. A est appelé
la prémisse mineure et A O B la prémisse majeure de la regle du modus ponens.
Exemple: de x > y et (z > y) D (y < x) on peut déduire y < .

La substitution On peut dans un schéma d’axiome remplacer une lettre par une formule
quelconque, pourvu que toutes les lettres identiques soient remplacées par des formules
identiques.
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Axiomes de Whitehead et Russell (1910)°

Le systeme de Whitehead et Russell adopte comme symboles primitifs — et V et définit
D, N\ et = a partir de ces derniers de la maniere suivante:

1. A D B est une abréviation de ~A V B;
2. AN B est une abréviation de =(=A V = B);
3. A = B est une abréviation de (A D B) A (B D A).

Ce systeme comprend cing axiomes, assez évidents en soi, et les deux regles d’inférence
précédentes. Les axiomes sont donnés ici en utilisant des symboles non primitifs, comme le
faisaient Whitehead et Russell :

Al (AVA) DA
A2 B> (AV B)
A3 (AVB)D(BVA)

Al (AV(BVC)) D (BV(AVC))
A5 (BSC)>((AVB) > (AV Q)

(ces cing axiomes ne sont pas indépendants les uns des autres; le quatrieme peut étre
obtenu a partir des quatre autres)

Exemple de preuve: pour prouver que (B D C) D ((A D B) D (A D ()), on peut partir
de 'axiome Ab:

(BODCO)D((AVB)D(AV()) Axiome A5

(BDC)D ((HAVB)D (mAV()) Idem, en remplagant A par = A
-AVB=ADB définition

“AvC=ADC définition

(B>DC)D(ADB)D(ADC))  substitution

Pour prouver que —=A V A, on peut procéder ainsi:

(1) BD>(AVDB) Axiome A2

(2) AD(AV A (1) et subst.

3) (BoCO)D((AVB)D(AV()) Axiome A5

(4) (BD2C)D((mAVB)D(mAV()) (3) et subst.

(5) (BD>C)D((ADB)D(ADC0)) (4) et déf. de D

6) ((AVA)DA)D({(AD(AVA))D(ADA) (5)etsubst.

(7) (AVA) DA Axiome Al

8) (AD(AVA)D(ADA (6) et (7) (modus ponens)
99 ADA (2) et (8) (modus ponens)
(10) -AVA (9) et déf. de D

Plus loin nous donnons les axiomes de Lukasiewicz. Voici des preuves des deux premiers
axiomes, dans le systeme de Whitehead et Russell. Ce sont les formules (8) et (18) de la

2. 11 s’agit du systeme exposé dans I'ouvrage Principia Mathematica, 1910-19183.
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dérivation suivante:

(1) (Av(BvV(C)D (B V(Av () Axiome A4
2)  (=(B2C)V(=(AVB)V(AV(O))
> (—\(A VB)V(=(BD>C)V(AV())) (1) et substitution
3) (BD>C)D((AVB)D(AVv()) Axiome A5
(4 —~(BD>C)V((AVB)D(AV()) (3) et déf. de D
(5) —(AvB)V(~(BDC)V(AV()) (2) et (4) (modus ponens)
(6) (AvB)D((BD>C)D(AVv()) (5) par déf. de D
() (HAVB)D((BDC)D(mAV(O)) (6) et subst.
8) (ADB)D((BDC)D(ADC(Q)) (7) et déf. de D
9) (BD(AVB)D(((AvB)D(BVA)D(BD(BVA)) (8)etsubst.
(10) ((AvB)D(BVA)D(BD(BVA) Axiome A2, (9) et modus ponens
(11) B> (BVA) Axiome A3, (10) et modus ponens
(12) —-BD>(~BVA) (11) et subst.
(13) —-—=BV(-BVA) (12) et déf. de D
(14) (==BV(=BV A)) D (wBV (—-—BV A4)) Axiome A4 et subst.
(15) —-BV (-—BVA) (13), (14) et modus ponens
(16) B> (——BVA) (15) et déf. de D
(11) B> (-BDA) (16) et déf. de D
(18) A>(-ADB) (17) et subst.

Nous laissons a titre d’exercice la preuve du troisieme axiome de Lukasiewicz.

Axiomes de Lukasiewicz (1929)

Ce systeme comprend les trois axiomes suivants, plus les deux regles vues plus haut :

Al (ADB)D((BDC)D(ADCO))
A2 AD(-ADB)
A3 (RADA)DA

Montrons comment prouver A D A avec ces axiomes:

AD(mADA)
(ADB)D((BDA)D(ADA)
(AD(mADA)D((mADA) DA
(mFADA)DA)D(ADA)

ADA

substitution de B par A dans A2)
substitution de C' par A dans A1)

modus ponens)
modus ponens)

(
(
D (ADA)) (substitution de B par =A D A)
(
(

2.5.2 Preuve a partir d’hypotheses

Définition 3 Une suite finie de formules By, Bo, ...
A, si pour chaque 1 :

hypotheses Ay, Ay, ...,

— B, est l'une des hypotheses Ay, As, ...

— ou B; est une variante d’un axiome,

, B, est appelée preuve a partir des

» An,

— ou B est inférée (par application de la régle du modus ponens) da partir de la prémisse
magjeure B; et de la prémisse mineure By ou j < i,k <1,
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— ou B; est inférée (par application de la régle de substitution) a partir d’une prémisse
antérieure B;, la variable remplacée n’apparaissant pas dans Ay, Ag, ..., A,.

Une telle suite de formules — B,, étant la formule finale de la suite — est appelée plus

explicitement preuve de B, a partir des hypothéses A1, As, ..., A,, ce qu’on note par
AAs, .. AL E By,

On notera que lorsque 'on essaie de prouver un résultat a partir d’un certain nombre
d’hypotheses, on n’essaie pas de prouver les hypotheses elles-mémes.

2.6 Calcul des séquents

L’objectif d’un systeme de preuve est de fournir des regles pour vérifier qu’une formule
est vraie. Un systeme de preuve adapté a une logique comporte des regles qui ne doivent
nous permettre de ne trouver que du vrai et si possible tout ce qui est vrai.

Si donc l'on possede un moyen de déterminer la vérité d’une formule, I'emploi d'un
systeme de preuve aura comme condition préalable la (méta)preuve que les regles préservent
le vrai et ne permettent pas de prouver quelque chose de faux. Il s’agit d’une (méta)preuve
de consistance que 1’on verra plus loin.

Nous allons présenter un systeme de preuve qui nous permettra de prouver celles des
formules de la forme (I'h' A ... AT,) D (A; V...V A,) qui sont vraies quelle que soit la
valuation de variables propositionnelles. Ce systéme de preuve nous permettra en particulier
de vérifier si une formule est vraie ou non, selon l'interprétation booléenne.

11 s’agit de réaliser que le systeme de preuve que I'on utilise détermine la maniére de faire
les preuves.

2.6.1 Présentation

Le calcul des séquents® est un systéme de preuve manipulant des séquents, c’est-a-dire
des listes de symboles de la forme o1, ... ,0, — 1, ... W, ol les p; et 1; sont des formules
du calcul des propositions. L’antécédent d’un séquent est ce qui précede — et le succédent
ce qui le suit.

Intuition Un séquent v1,... ,0n — V1, ... Wy signifie que de o1 et @o, ..., et p, on
peut déduire 1 ou o, ..., ou Y,,, dans le méme sens que p D q représente la déduction
de q a partir de p. Un séquent est une représentation d’un ensemble ¥ = {1,... 4, } de
connaissances qui découlent toutes d’un ensemble ® = {1, ... ,on}t. On montrera plus loin
que Si 1, ... P — V1, Wy est un séquent valide (c’est-a-dire déductible des axiomes par
application des regles d’inférence) alors (o1 N\...N@y) D (V1V... V) est une formule vraie
du calcul des propositions, et réciproquement (théorémes de correction et de complétude).
Ceci veut donc dire que le fait d’employer les régles du calcul des séquents revient a se
forcer a ne manipuler que des formules propositionnelles d’une certaine forme. Il sera donc

3. Le systéme présenté ici est une variante du systéeme LK (K pour Klassische) introduit par Gerhard
Gentzen dans les années 1930.
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nécessaire de montrer que cette «restriction» n’en est pas une réellement, c’est-a-dire qu’elle
ne nous empéche pas de montrer la validité d’une formule propositionnelle particuliere.

Une regle d’inférence en calcul des séquents va donc naturellement étre un moyen d’ob-
tenir un nouveau séquent a partir de un ou plusieurs autres séquents. Les regles d’inférence
du calcul des séquents sont soit de la forme % soit de la forme ATB ou A, B et C sont des
séquents.

Il est important de s’arréter sur les symboles utilisés dans le calcul des séquents. Nous
avons vu que les formules du calcul propositionnel contiennent des variables propositionnelles
(a, b, ... ) ainsi que les symboles A, V, =, D et les parentheses. Le calcul des séquents
ne manipule pas des formules du calcul propositionnel, mais des séquents et ces séquents
comportent un symbole supplémentaire : « —». Nous avons choisi ce symbole pour plusieurs
raisons. D’une part, c’est ce symbole qu’utilise Gentzen lui-méme. D’autre part, nous voulons
éviter autant que possible de créer une confusion. Aussi, nous n’avons pas suivi Gochet et
Gribomont qui emploient « = » la ou nous employons « — ». « = » est en effet un symbole
tres souvent utilisé pour représenter le conditionnel. Or nous avons préféré utiliser le symbole
D de Peano. D’autres ouvrages emploient «F» la oli nous avons utilisé « — », mais nous ne
I'utilisons pas ici parce que c¢’est un symbole pouvant préter a confusion. En effet, en général,
le symbole « = » est réservé aux déductions et est en cela similaire a la barre horizontale
dans les regles qui suivent. Les ouvrages qui emploient «» emploient souvent « = » la ou
nous employons « D ». Certains ouvrages (comme celui de Lalement) emploient «:» a la
place de notre « — ». Et certains ouvrages utilisent « — » la ou nous employons « D ». Il est
important de ne pas se laisser induire en erreur par ces variantes syntaxiques. Le contexte
permet en général de résoudre les problemes d’interprétation.

Nous allons maintenant donner les regles d’inférence du calcul des séquents. Ces regles dif-
ferent de celles données par Gentzen par le fait qu’elles sont réversibles. Ce point sera détaillé
plus loin. Nous donnerons pour chacune des regles une justification intuitive, correspondant &
ce que la regle est censée représenter. Ces intuitions ne sont pas des démonstrations. Leur but
est de montrer que ces regles ne sont pas si artificielles que cela. Nous noterons des formules
particulieres avec des lettres grecques minuscules (par exemple ¢) et des listes de formules
par des lettres grecques majuscules (par exemple I'). Des lettres différentes peuvent corres-
pondre a la méme formule ou au méme ensemble de formule (tout comme en arithmétique,
x et y peuvent avoir la méme valeur).

Les regles d’inférence du calcul des séquents se répartissent en plusieurs groupes : axiomes,
regles structurelles, regles logiques et regle de coupure.

Axiomes

Les axiomes du calcul des séquents sont les séquents de la forme I'y,0,I';, — Ay,0,A,,,
c’est-a~dire des séquents ou I'une des formules (¢) apparait a la fois dans 'antécédent et dans
le succédent.

Intuition Cet aziome correspond a l’identité : a partir d’un certain nombre de formules,
ncluant ¢, on peut déduire entre autres .
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Regles structurelles

Les regles structurelles sont des regles permettant d’ignorer ’ordre ou la répétition des
formules dans un séquent.

— Reégle de permutation dans l'antécédent, notée Gp (pour Gauche Permutation):
Fl?@ﬂbuFQ — A G
F1777Z}7Q0a]-12 — A ( P)

— Regle de permutation dans le succédent, notée Dp (pour Droite Permutation):
I'— Al;@a¢7A2
I'— A17¢7¢7A2 (DP)

— Regle de contraction dans l’antécédent, notée G¢ (pour Gauche Contraction) :
Lo — A
Tyoa (G0

— Regle de contraction dans le succédent, notée D¢ (pour Droite Contraction) :
I'— App
T=a, Po)

— Regle d’atténuation (ou d’affaiblissement) dans I'antécédent, notée G4 (pour Gauche

Atténuation):
'— A
re—on (@)
— Regle d’atténuation (ou d’affaiblissement) dans le succédent, notée Dy (pour Droite
Atténuation) :
— A
I - Ay (D A)

Regles logiques

Dans la liste qui suit, nous justifions intuitivement le passage de la (ou des) prémisse(s)
a la conclusion. Nous ne justifions pas ici le passage inverse qui est aussi vrai.

— Regle d’introduction de la négation dans I'antécédent, notée G_,:
I = A
B el (e
=p— A
Intuition Cette regle correspond a un raisonnement par cas: si de I' on peut déduire
w ou A, alors si ¢ n'est pas vrai, A [’est nécessairement.
— Regle d’introduction de la négation dans le succédent, notée D_:
Iy — A
Y2 (D)
' = —p,A
Intuition Si de I' et ¢ on peut déduire A, alors de I' seul on peut déduire soit —p
soit A. En effet, s’il n’en était pas ainsi ~p et A seraient faux, @ serait donc vrai; et
l'on aurait donc a la fois I' et ¢ wvrais, mais A fauz, ce qui contredit la prémisse.

— Regle d’introduction de la conjonction dans I'antécédent, noté G :
Lpp — A
Tonrg oA (@
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Intuition De ' et ¢ A, on peut déduire tout ce que l'on peut déduire de I', ¢ et 1,
puisque @ A correspond intuitivement a la conjonction, tout comme ['apposition de
et ¥ dans l'antécédent d’un séquent.
— Regles d’introduction de la conjonction dans le succédent, notée D, :
- pA I'syA
T (D/\)
— o ANY,A
Intuition Si de I' nous ne pouvons déduire A, nous pouvons déduire @ et ¥, ce qui
est équivalent — intuitivement — avec la déduction de ¢ N1 de T'.

— Regle d’introduction de la disjonction dans ’antécédent, notée G\, :
Fre—A TI'y— A
F,go vV 1/) — A (G\/)
Intuition De " et p V4, on peut déduire ¢ ou 1 parce que la correspondance voulue
de ¢ V1 est «p ou ¥ ». Si on peut déduire ¢, on pourra déduire A par hypothése.
Sinon, on peut déduire ¢ et donc A par hypothese. Donc, dans tous les cas, on peut
déduire A de T" et p V1.

— Regle d’introduction de la disjonction dans le succédent, notée Dy, :
FF — 0,0, A (D)
— o VYA
Intuition Pouvoir déduire ¢ V ¢ ou A est équivalent — en ce sens que nous voulons
donner a ces expressions la méme correspondance — au fait de pouvoir déduire ou bien
@ ou bien 1 ou bien A.

— Regle d’introduction du conditionnel dans I’antécédent, notée G+
Fl,rz — Al,gﬁ,AQ Fl,’g/J,FQ — Al,AQ
Fl,SO - w7r2 - AlaAQ (GD)

Intuition La regle D~ est justifiée intuitivement comme suit. Selon les hypothéses,
de I'y et Ty, on déduit soit ¢, soit Ay ou Ag. Le second cas justifie immédiatement la
regle. Dans le premier cas, ou l'on déduit ¢ de I'y et I's, on va pouvoir déduire i) de
'y, ¢ DY et Ty, puisque @ D P correspond aussi au fait de pouvoir déduire 1 de .
La seconde hypothése permet alors de déduire Ay et As.

— Regle d’introduction du conditionnel dans le succédent, notée D
ey —v,A
r—y5ua P
Intuition On a vu (régle D) que l'hypothese implique que de T, on peut déduire soit
=, soit Y, soit A. Si l'on ne peut déduire A de ', on peut donc déduire soit —p, soit
W, ce qui correspond justement a la définition du conditionnel D ). (si ¢ alors ) —
ou bien de ¢ on peut « déduire » 1 — si, ou bien ¢ est vrai, ou bien ¢ est faux.)

On notera que toutes les regles de ce groupe sont des regles dites d’introduction, parce
qu’elles font apparaitre un connecteur. Ces regles ne peuvent faire disparaitre un connecteur.

Regle de coupure

Iy — oA Top— Ay
',y — Ay, A,

(©)
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Intuition La regle de coupure correspond au raisonnement suivant: si de I'y on peut
déduire p ou Ay, on peut en faire de méme a partir de I'y et T's (cf. régle d’atténuation). De
meme, si de I's et @, on peut déduire Ay, on peut en faire de méme a partir de 'y, I's et .
Par conséquent, de I'y et 'y on peut déduire soit ¢, soit Ay (soit les deux). Dans le premier
cas, on déduit @ ce qui d’aprés ce que nous venons de dire nous permet de déduire Ay. Dans
le second cas, on déduit Av. En somme, a partir de I'y et I'y on déduit soit Ay soit As.

2.6.2 Reéversibilité des regles

Toutes les regles d’introduction sont réversibles, y compris les regles D, et Gy, et c’est
ce fait que nous utilisons dans les preuves (cf. §2.6.7).

2.6.3 Récapitulation des regles

Nous récapitulons ici I’ensemble des regles. On notera en particulier leur caractere tres

symétrique.
Axiomes
‘ F17@7Fn - AlvgpaAm (A[L’) ‘
Regles structurelles
Fla(pawar2 — A I'— A17907w,A2
Muwl =& (@) r=Rgen, P9
Ly — A I'— App
Tooa G T=x, (P
r—A r—A
To=A (Ga) " (Da)
Regles logiques
I = pA Lo—A
Tp—Aa (&) r—=pa (P
Loy —A I'—= A
LAYy — A (Gn) I'— VYA (Dv)
—>pA ToyA o Le—4A Tp—-4A .
I'— oAYpA (D2) Lyvy — A (Gv)
I — App, Ay Ty — A Ay (@-) Lo —¢,A (D-)
Flvgp 2 d}aF? - AlvAZ - [I'— 2 2 waA >
Regle de coupure
[y — oA Top— Ay 8.
[0 — AL A ( )
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2.6.4 Validité d’un séquent

Nous allons définir la validité d'un séquent. Les théoremes qui suivent font le lien entre
la notion de validité et celle de prouvabilité.

Pour définir la validité d'un séquent, nous étendons la fonction de valuation v aux sé-
quents : par définition, v(I' = A) = v((p1 A ... Adn) D (W1 V... V), oul =o¢y,... 0,
et A =1q,... 0. On définit aussi les cas particuliers v( — A) = v(A), v(I' —) = —v(I)
et v( —) =0.

Le séquent I' — A est alors dit valide si v(I' = A) = 1 pour tout v.

Le fait que le séquent I' — A est valide est noté I' = A.

2.6.5 Théoréme de correction (ou consistance)
Théoréme 1 S’il existe une preuve de I' — A dans le calcul des séquents, alors T = A.

Démonstration 1 Nous démontrons ce théoréme par récurrence sur la longueur de la
preuve de I' — A, ou la longueur est le nombre mazimal d’applications de reégles entre
un séquent et un axiome. Les axiomes sont des preuves de longueur 0.

1. Pas de base: les preuves les plus courtes sont des applications des axiomes. Il faut

(Azx) implique v(I'1,p,lys — A1,0,A9) = 1

donc montrer que
? P17907F2 - Al,SO,AQ

pour toute valuation v. Nous ne détaillons pas plus la preuve.

2. Supposons que le théoreme soit vrai pour les preuves de longueur inférieure ou égale a
n. Une preuve de longueur n + 1 finira donc par l'application d’une regle de la forme
% ou Hy,... Hy et C sont des séquents. On montre alors que si pour tout 1,
v(H;) =1, alors v(C) = 1. Nous ne détaillons pas plus la preuve.

2.6.6 Théoreme de complétude
Théoreme 2 Si ' = A, alors il existe une preuve de I' — A dans le calcul des séquents.

Démonstration 2 La démonstration se fait par réccurrence sur le nombre de connecteurs
qui apparaissent dans le séquent I' — A.

1. Cas de base : aucun connecteur n’apparait dans I' — A. Alors ' — A = @y, ... o, —
U1, .. Wm, ou chaque @; et ; est une variable propositionnelle. Supposons que pour
tout i € [1,n] et pour tout j € [L,m], ¢; # ;. Ceci nous permet de chosir la valuation
v telle que v(p1) = -+ = v(pn) = 1 et v(yy) = -+ = v(y) = 0 qui entraine
v(I' = A) = 0. Ceci contredit I’hypothese selon laquelle I' = A. Par conséquent, il
eviste i € [1,n] et j € [1,m] tels que p; = ;. EtI' — A est donc un aziome du calcul
des séquents.

2. Supposons maintenant que le théoréme soit prouvé pour tous les séquents I' — A
avec n connecteurs. Pour montrer que le théoréme est vrai avec n + 1 connecteurs,
on examine toutes les formes que peut prendre le séquent I' — A. Quelques unes des
formes possibles sont:

(a) T'1,7p, Iy — Ay, Ay
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(b) T'1,Ts — Ay,—p,Ag

(¢) T ATy — A

(d) T'— Ao AN, Ay

(e) Ti,pVh,Ty — A

(f) T'— Ao Vh,Ay

(9) Tl — A D ¥, Ay

(h) T1,p DTy — Aq, Ay

Traitons par exemple le dernier cas. Par hypothese, pour chaque valuation v, on a
vl D 9,y — A1,Ay) = 1. Donc au moins une des possibilités suivantes est
vérifiée :

(a) il existe v € I'y tel que v(y) =0,

() vlp > ) =0,

(c) il existe v € T'y tel que v(y) =0,

(d) il existe § € Ay tel que v(J) =1,

(e) il existe 6 € Ay tel que v(6) =1

Toutes ces conditions garantissent que v(I'1,10,T's — A1,A9) =1 et v(['1,Ty — Ay,0,Aq) =
1.

Il y a moins de connecteurs dans ces séquents que dans le séquent de départ. Alors, par
hypothese de récurrence, ces deux séquents sont prouvables et on obtient une preuve de
[0 DY,y — A, Ay en appliquant la régle G .

On procede de maniére analogue dans les autres cas.

2.6.7 Exemples de preuves

Que faire avec ces regles et comment prouver avec elles une formule quelconque de la
logique propositionnelle?
Si 'on veut prouver la formule ¢, on cherche a écrire une preuve du séquent — .
Exemple 1 Une preuve du séquent — AV —A est:
Y (Ax)
— 5 (D-)
— A7—|A D
— AV -A ( \/)

Exemple 2 Une preuve du séquent — A D (B D (AN B)) est:

7_)(1430) f(Ax)
s (Y
’ (D-)
A— BD(AAB) (DD)
— AD(BD>(AAB)) '"°

Ces exemples devraient convaincre le lecteur de la maniére purement mécanique utilisée
pour faire les preuves. C’est — nous le répétons — 'un des principaux avantages du calcul des
séquents. Nous invitons le lecteur a prouver AV -4 ou A D (B D (AA B)) avec les systemes
axiomatiques proposés plus haut pour le convaincre de la réflexion qu’ils nécessitent.
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2.6.8 Exercices

Donner des preuves des séquents suivants :

—-mADA

.ADB—-(AD>-B)D>-A

— (ADB)D((AD(BD(C)D(ADC(O))
.ADB— (CD>A)D(CDB)
.(ANB)DC—AD(BDC(C)
.AN(BVCO)—=(AANB)V(ANC)

. (AVB)AN(AV(C)— AV (BAC)

o = B JUR NCR e
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Chapitre 3

Calcul des prédicats: exemples
introductifs

3.1 Le syllogisme ou les catégories d’Aristote

Aristote présente dans I’Organon un type de raisonnement appelé syllogisme dont voici
un exemple bien connu:

Tous les hommes sont mortels
Socrate est un homme
Donc, Socrate est mortel

Le syllogisme introduit I'idée de quantification : on parle de choses qui existent, ou vraies
pour certains individus et pas d’autres.

Un syllogisme est toujours constitué de deux prémisses et d’une conclusion. Les prémisses
et la conclusion adoptent I'une des quatre formes (catégories) suivantes :

1. Tout A est B

2. Nul A n’est B

3. Quelque A est B

4. Quelque A n’est pas B

Dans 'ensemble du syllogisme, les trois prédicats qui interviennent apparaissent tous
chacun deux fois. C’est donc du rapport de deux quantités a une meéme troisieme que 1’on
déduit leur rapport réciproque.

Le syllogisme introductif ne semble pas employer les catégories standard. En fait si. 1l
faut lire le syllogisme de la maniere suivante :

Tous les hommes sont mortels
Tout (individu qui est Socrate) est un homme
Donc, tout (individu qui est Socrate) est mortel

C’est la forme la plus simple du syllogisme :

1. Tout A est B
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2. Tout C est A
3. Donc, tout C est B

3.2 Diagrammes de Venn

Les diagrammes de Venn' sont des diagrammes permettant de vérifier tel ou tel syllo-
gisme. Les formes « Tout ... » ou «Nul ... » conduisent & griser certaines zones (celles
ou il n’y a rien), alors que les formes « Quelque ... » conduisent & mettre des croix. Nous
donnons quelques exemples et nous les expliquons brievement.

— (1) Tout homme est mortel; (2) (Tout) Socrate est un homme;;

Socrate

Par (1), tous les hommes non mortels sont grisés. Par (2), tous les Socrate(s) qui ne
sont pas des hommes sont grisés aussi. On peut alors lire : (Tout) Socrate est mortel.

— (1) Nul A n’est B; (2) Tout C est A;

A B

Par (1), la partie commune & A et B est grisée. Par (2), la partie de C' en dehors de A
est grisée. On peut alors lire : Nul B n’est C.
— (1) Tout A est B; (2) Quelque C est A;

A B

1. Cette méthode a été proposée par John Venn dans un article de 1880 intitulé On the Diagrammatic
and Mechanical Representation of Propositions and Reasonings.
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Par (1), toute la partie de A qui est en dehors de B est barrée. Par (2), il y a un élément
de C dans A et on place une croix dans la partie commune & C' et A non grisée?. On
peut alors lire : Quelque C' est B. (on notera qu’il y a plusieurs conclusions possibles)

— (1) Nul A n’est B; (2) Quelque C est A;

A B

Par (1), toute la partie de A qui est dans B est barrée. Par (2), il y a un élément de
C dans A et on place une croix dans la partie commune a C' et A non grisée. On peut
alors lire : Quelque A n’est pas B. (par exemple)

— (1) Tout A est B; (2) Quelque C n’est pas B

C

A B

Par (1), toute la partie de A qui est en dehors de B est barrée. Par (2), il y a un élément
de C dans la partie en dehors de B ; on place une croix dans la partie non barrée de
cette zone. On peut alors lire : Quelque C' n’est pas A.

— (1) Tout A est B; (2) Quelque A n’est pas C;

C

A B

Par (1), toute la partie de A qui est en dehors de B est barrée. Par (2), il y a un élément
de A dans la partie en dehors de C'; on place une croix dans la partie non barrée de
cette zone. On peut alors lire : Quelque A est B.

2. On voit au passage qu’il est trés important de d’abord interpréter les affirmations universelles, avant
les affirmations particulieres.
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3.3 Limites du calcul des propositions

Le calcul des propositions n’est pas adapté a la manipulation des syllogismes. Les syl-
logismes quant a eux ne permettent pas d’exprimer le calcul des propositions. Il nous faut
pouvoir exprimer des faits sur tous les individus d’une classe, ou sur au moins un d’entre
eux, mais sans pour autant savoir lequel. Le calcul des prédicats permet de formaliser et
d’analyser naturellement les syllogismes d’Aristote.

3.4 Limites des diagrammes de Venn

L’exemple suivant est repris de Lewis Carroll :

Les seuls animaux dans cette maison sont des chats;

Tout animal qui aime contempler la lune est apte a devenir un animal familier ;
Quand je déteste un animal, je I’évite soigneusement ;

Aucun animal n’est carnivore, a moins qu’il n’aille roder dehors la nuit ;

Aucun chat ne manque jamais de tuer les souris;

Aucun animal ne s’attache jamais & moi, excepté ceux qui sont dans la maison;
Les kangourous ne sont pas aptes a devenir des animaux familiers;

Aucun animal non carnivore ne tue de souris;

© 0N Ot WD

Je déteste les animaux qui ne s’attachent pas a moi;

—
=

Les animaux qui vont roder dehors la nuit aiment toujours contempler la lune;

Conclusion: J'évite toujours soigneusement les kangourous.

Pour vérifier ce raisonnement a 1’aide des diagrammes de Venn, il faut le découper en
parties. Ainsi, de (1) et (5), on conclut (11): Tous les animaux dans cette maison tuent des
souris. Pour cette étape on peut utiliser un diagramme de Venn. De méme, de (8) et (11),
on déduit : Tous les animaux de cette maison sont carnivores. Et ainsi de suite.

Les déductions dans le calcul des prédicats sont cependant beaucoup plus simples. Voici
une transcription un peu plus formelle de 'exemple précédent, ou la variable libre x est
implicitement quantifiée universellement. Les déductions se font aisément a 1’aide du modus
ponens.

1. e(z) D c(x)
2. l(z) D n(x)
3. d(z) D a(x)
4. m(x) D b(x)
5. ¢(x) D k(x)
6. r(z) De(x)
7. h(z) D —n(x)
8.
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9. =r(x) Dd(x)
10. m(z) D I(x)

Conclusion: h(x) D a(x)

(e(r) — «dans cette maison », ¢(x) — «chat», [(z) — «qui aime contempler la lunex»,
n(x) — «apte a devenir un animal familier », d(z) — « je déteste », a(x) — « je évite
soigneusement », m(x) — «roder dehors la nuit », b(x) — « carnivore », k(r) — «tue les
souris », r(xz) — «s’attache a moi», h(x) — «est un kangourou »)
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Chapitre 4

Calcul des prédicats (logique du
premier ordre)

4.1 Introduction

La logique propositionnelle ne nous permet pas d’affirmer des choses générales sur les
éléments d'un ensemble par exemple. Dans ce sens, la logique propositionnelle ne reflete
qu'une partie du raisonnement. Le calcul des prédicats au contraire permet de manipuler
formellement des affirmations telles que «il existe un z tel que [z a une voiture américaine| »
ou « pour tous les x [si = est un teckel, alors x est petit] »; en somme, nous étendons les
formules composées afin de pouvoir affirmer des quantifications existentielles («il existe ...
») et des quantifications universelles (« pour tout ... »). Les exemples que nous venons
de donner font intervenir des propositions un peu particulieres comme « x a une voiture
américaine ». Il s’agit ici de propositions comportant une wvariable. Ces propositions sont
en fait I'application d’une fonction a x. Cette fonction, c’est celle qui associe « x a une
voiture américaine » a x. Nous dénoterons quelquefois cette fonction par «_ a une voiture
américaine » et nous dirons que c’est une fonction propositionnelle, car c’est une fonction
dont la valeur est une proposition. Ou encore un prédicat.

Les quantifications existentielles et universelles vont donc de pair avec I'emploi de fonc-
tions propositionnelles.

Le calcul des prédicats est cependant limité dans les formules existentielles et universelles.
Ainsi, on s’interdit des formules comme «il existe une affirmation de x telle que ... ». En
fait, on ne s’autorise a quantifier que des «individus ». C’est pour cela que 'on dit que le
calcul des prédicats est une logique du premier ordre.

Nous allons présenter le calcul des prédicats qui est une extension de la logique propo-
sitionnelle incluant les quantifications existentielles et universelles. Il existe d’autres exten-
sions de la logique propositionnelle, intermédiaires entre celle-ci et le calcul des prédicats, par
exemple la logique équationnelle ou la logique de Horn, toutes deux des logiques du premier
ordre. Nous présentons le calcul des prédicats car c’est la logique du premier ordre qui est
présentée classiquement.

L’apport du calcul des prédicats est de donner une représentation plus fine du discours.
Les énoncés sans structure du calcul des propositions ont ici une structure que 'on peut
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manipuler et qui sert a construire de nouvelles formules.

4.2 Syntaxe

Nous construirons la langue formelle du calcul des prédicats en définissant d’abord un
lexique, c’est-a-dire un ensemble de symboles simples rangés en catégories syntaxiques et
ensuite une grammaire dont les régles permettent de former des symboles composés (termes
ou formules). Nous verrons plus loin quel sens attribuer aux expressions de ce langage.

4.2.1 Lexique

Le lexique comprend :

1. un ensemble infini dénombrable de symboles de prédicat & 1-place {Py(_), Ps(), ...,

Pi(2), ...}, a 2-places {Pi(-,-), Po(--), ..., Pe(oo), ...}, ..., a n-places, ... . Les
variables propositionnelles p, q, r, ... , sont considérées comme des symboles de prédicat
a 0 place.

2. un ensemble infini dénombrable de symboles de fonction ou foncteurs a 1-place {f1(-),
fo(0), ooy fe(o), ...}, a 2-places {fi(o-), fa(oo), -y felom), --- )}, .., & n-places,
... . Les foncteurs a 0-place sont des constantes d’individu {aq,as, ... ,an,...}. Par
exemple « (_)?» est un foncteur & une place, « (_) - (_) » est un foncteur & deux places
et « 120 » est une constante d’individu.

3. un ensemble infini dénombrable de variables individuelles {u, v, w, x, y, z, v/, V', W',
oy, )

4. les connecteurs {—, A,V , D}.

5. les quantificateurs {V,3}.

Exemple 3 Dans l'arithmétique de Peano (cf. section 1.3), les symboles de fonction sont :
0 (constante), s (foncteur a une place), et +, - (foncteurs & deuz places). Les symboles de
relation sont < et =. Les axiomes de ce systeme sont une bonne illustration des formules de
ce langage.

4.2.2 Grammaire

Le calcul des prédicats avec symboles de fonctions comporte quatre constructions et
distingue les formules et les termes.

— La formation des termes:

L2y, Tye .t f2, ... f% ... sont des termes (variables d’individus et foncteurs
a 0 place).
2. Sity,... t, sont des termes, fI'(t1,... ,t,) est un terme (f7* est le i-ieme foncteur

a n places).
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— La prédication qui consiste a insérer n termes dans les n places d'un prédicat a n

places:

Sity,... t, sont des termes, alors p et P*(t1,... ,t,) sont des formules (variables pro-
positionnelles et prédicats a n places). En particulier, les symboles propositionnels p,
q, 7, ..., sont des formules atomiques.

— L’introduction de connecteurs :

1. Si A est une formule, = A 'est aussi.
2. Si A et B sont des formules, (A A B), (AV B), (A D B) le sont aussi.

— La quantification qui consiste a préfixer une formule par un quantificateur:
Si A est une formule, et si z; est une variable d’individu, (Vx;)A et (3x;)A sont des
formules. On écrira quelquefois Vx; A et dx; A lorsque cela ne préte pas a confusion.

4.3 Interprétation des formules

Les formules sont constituées de symboles, sans signification a priori. Il faut précisément
définir le sens des symboles que 'on utilise, sans quoi une preuve n’aura aucune valeur.
Considérons par exemple la formule (Vz)(z > 0 D ((Jy)R(z,y))). Dans cette formule, R est
un symbole de relation a deux places, mais si nous ne disons de cette relation que son nom,
cela n’est pas suffisant — en général — pour savoir précisément ce que cette relation exprime.
Dans certains cas, la signification peut étre plus explicite que d’autres, par exemple si 'on
écrit x = cosy ou bien (x = y) V (x = 2 - y). Cependant, pour lever 'ambiguité, apparente
ou non, on associe a tous les symboles de relation, et a tous les foncteurs, des relations ou
des fonctions mathématiques parfaitement définies, a la fois en ce qui concerne leur « effet »
qu’en ce qui concerne le «type» de leurs arguments. Si ’on souhaite par exemple exprimer
par la formule donnée plus haut une affirmation concernant des réels, on choisira R comme
domaine d’interprétation. A R, 'interprétation associe alors une relation sur R x R.

La nécessité de cette interprétation est évidente si I’on note qu’une formule est vraie pour
certaines interprétations et fausse pour d’autres. (Vz)(x > 0 D ((Jy)x = y?)) est vrai si x et
y sont des éléments de R, mais pas s’ils sont éléments de N (* et = ayant les interprétations
usuelles).

Cela étant dit, nous pouvons définir plus précisément ce qu’est une interprétation :

Définition 4 Une interprétation T se compose d’un domaine, noté Dz, tel que

1. Pour chaque symbole de constante c,

I(c) =cr € Dg

2. Pour chaque symbole de fonction f, d’arité n, (n > 0),

Z(f): D" — Dz
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3. Pour chaque symbole de relation R, d’arité m,

I(R) C D_’Z'm

Exemple 4 Soit F' la formule

By)(Va)(P(x,y) D (Qx,a) V Qx,y)) A R(y,5(a)))

Si 'on choisit linterprétation I donnée par:

- Dz =N

- Z(a) =1
Z(S)(n)=n+1
Z(P)(m,n) < min («¢m divise n »)
Z(Q)(m,n) & m=n

- Z(R)(m,n) & m >n

alors la formule F signifie «il existe un nombre premier supérieur a 2 ».

Une interprétation donne une sémantique a chaque formule qui n’a pas de variables libres.
On introduit la notion d'une valuation qui permet de parler de la sémantique d’une formule
avec variables libres:

Définition 5 Une valuation v est une application de l’ensemble des variables dans Dz. Cette
définition d’une valuation s’étend a une valuation v* des termes de la maniere suivante :

vi(c) = ¢z (4.1)
vi(z) = v(z) :
vi(f(t,te) = TN (0), - v () (4.3)

Les définitions précédentes permettent maintenant de définir la « vérité » d’une formule
quelconque du calcul des prédicats. La définition suivante est due a Alfred Tarski.

Définition 6 Soit T une interprétation, v une valuation et A une formule. On définit la
relation =4 A, signifiant que A est vraie dans linterprétation T avec la valuation v, par
récurrence sur la longueur de A :

EY R(ty, ... ,t,) si et seulement si (v(t1),... ,v(t,)) € Z(R)

=Y —A siet seulement si £y A

=Y AV B si et seulement si =5 A ou =4 B

=Y AN B si et seulement si =4 A et =Y B

=Y A D B si et seulement si £ A ou Y B

=Y () A si et seulement s’il existe V' tel que =4 A ety # x implique que V' (y) = v(y)
=Y (Vo)A si et seulement si =5 A pour tout V' tel que y # x implique V' (y) = v(y).

NS TA Lo~
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Définition 7 1. On dit que A est vraie dans linterprétation I, et on écrit =1 A, si et
seulement si pour toute valuation v, =4 A.
2. Soit I' un ensemble de formules. Lorsque I est une interprétation dans laquelle chaque
formule dans T est vraie, on dit que I est un modele de T'.
3. Lorsque T' un ensemble de formules et A une formule, nous disons que A est une

conséquence logique de I' si A est vrai dans chaque modeéle de I'. Dans ce cas nous
écrivons I' = A.

Théoreme 3 La validité d’une formule du calcul des prédicats est indécidable en général.
Ceci découle de [’existence de formules qui ne sont ni vraies, ni fausses dans l’ensemble des
interprétations et valuations. Par exemple, ni Yx P(z), ni 3x —P(x) ne sont des formules
valides, alors que 'une est la négation de 'autre. (on peut trouver un P tel que Vx P(x) soit
faux et un autre P tel que 3x —~P(x) soit fauz)

4.3.1 Limites de ’interprétation, nécessité d’un systéeme de preuve

L’interprétation des formules est fastidieuse si le domaine D7 est important et impossible
s’il est infini.

4.4 Equivalences classiques

Les équivalences données dans le cadre du calcul propositionnel restent vraies. Nous en
donnons d’autres ici, sans les prouver. Elles peuvent par exemple étre prouvées en utilisant
I'appareil du calcul des séquents (voir plus loin).

— Lois de conversion des quantificateurs

e = Y-y (4.4)
Yoo = —dv-p (4.5)
Vv = dv-p (4.6)
- = Y- (4.7)
— Lois de distribution des quantificateurs

Vv(pAyY) = (Vv AVry) (4.8)
(V) = (FveVIvy) (4.9)

— Lois de permutation des quantificateurs de méme sorte
YoVpue = YuVve (4.10)
Jv3pe = Judvep (4.11)
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— Lois de réalphabétisation (renommage) des variables
On peut toujours renommer une variable liée et la variable du quantificateur au sein
d’une formule. Cependant, le nouveau nom de doit pas étre un nom déja utilisé pour
una variable libre ou liée de la formule. Par exemple, dans Jz(VxFzy D (Gz V q)), on
peut opérer deux renommages: Ju(VoFvy O (Gu V q)).

— Lois de passage

Si v ne figure pas a titre d’occurence libre dans v, on a les lois suivantes, dont une
instance figure immédiatement en-dessous de chaque formule:

Vv (@ A1)
Va (P(z) A q)

v (p A1)
3z (P(x) A q)

Vu(p V1p)
Va (P(z) V q)

v (p V)
3z (P(x) V q)

(Vv o) A (4.12)
(Vz P(x)) A g 4.13
(Fve) Ay 4.14)
(3z P(x)) A g 4.15
(Vv )V 4.16)
(Vo P(z)) Vq 4.17)
(Fve) VvV (4.18
(Jz P(z)) Vg (4.19
EEY 4.20)
(Jz P(x)) D ¢ 4.21)
(Vve) Do 4.22)
(Vz P(x)) 2 q 4.23
Y D (V) (4.24)
q D (Yx P(x)) 4.25
Y D (Fry) 4.26)
q D (Jz P(x)) 4.27)

4.5 Systemes axiomatiques

Nous présentons ici un systeme axiomatique pour le calcul des prédicats. Il se compose
de cinq schémas d’axiomes et de deux regles d’inférence.

Les trois premiers schémas d’axiomes sont ceux d’un systeme axiomatique du calcul des
propositions:

Al v 2 (¥ Do)
A2 (D@ DE)D{(pDY)D(pDY))
A3 (Y D =) D (¢ D) D)



A cela, on ajoute les définitions de A, V et =, ainsi que la regle du modus ponens.

Deux nouveaux axiomes sont propres au calcul des prédicats:
A4 Vv (¢ D) D (¥ DVre) ou v ne figure pas a titre d’occurence libre dans .
A5 Yv¢ D . ol v est libre pour tout 7 dans ¢. (¢,/, représente ¢ oti 'on remplace
les occurences libres de v par 7)

Les deux regles d’inférence sont le modus ponens étendu aux formules ouvertes (contenant
des variables libres), et d’autre part la regle de généralisation universelle, notée GU :

¥
Yv @

Cette derniere regle signifie que si I'on déduit ¢ a l'aide des axiomes et des regles d’in-
férence, alors on peut déduire Vv ¢. Si ¢ contient la variable libre v, cela signifie que v est
variable libre dans I'un des axiomes, ce qui signifie que ’axiome est vrai pour un v quelconque,
donc pour tout v, ce qui justifie la regle.

Cette regle ne doit pas étre confondue avec la déduction de Vv ¢ a partir de ¢ pris comme
hypothese. En effet, si v figure comme variable libre dans une hypothese, il ne s’agit pas d’un
v quelconque, mais d’un v bien précis, et on ne peut alors pas quantifier universellement.
Cette nuance est tres importante. On trouvera des explications complémentaires a ce sujet
dans I'ouvrage de Gochet & Gribomont cité en bibliographie.

4.6 Calcul des séquents

4.6.1 Présentation

Le systeme de preuve reprend le calcul des séquents de la logique propositionnelle et le
complete avec les regles suivantes :

— Regle d’«introduction » de V dans ’antécédent, notée Gy
Do), (Vo) olz) — A
T, Va)pl0) =& (V)
Intuition Side T, o(r) et (Vx)p(x) on peut déduire A, alors puisque de (Vx) p(z) on
peut déduire o(r), on peut aussi déduire la conclusion. Cette régle aussi est réversible.
— Regle d’introduction de V dans le succédent, notée Dy
I'— o(r),A
I'— (Vz) (), A
Intuition Si a partir de I ne dépendant pas de r, on peut déduire (1), il est clair que
Uon peut déduire o(r) pour n’importe quel r. Dire que de T on peut déduire (Vz) p(z)
est la formalisation de cette idée. Inversement, on peut particulariser x.

(Dy)  (r ne doit étre libre ni dans I' ni dans A)

— Regle d’introduction de J dans ’antécédent, notée G5

F’éﬁ(;)(; _A) & (G3)  (rne doit étre libre ni dans I' ni dans A)

Intuition De D et (3z) p(x) on peut déduire T' et o(r), en supposant que r n’est pas
libre dans ', on peut donc en déduire A. La régle réciproque est aussi vraie.
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— Regle d’«introduction » de 3 dans le succédent, notée D5
= p(r).(30) pla),
(D3)
I' = (Jz) p(z),A
Intuition Si de T, on peut déduire p(r), on peut naturellement aussi en déduire
(3x) p(x) ce qui justifie intuitivement la régle. Réciproquement, il s’agit d’un cas par-
ticulier de la regle d’atténuation.

Note: On peut étre surpris de voir que ni V ni 34 ne sont réellement introduits dans la
premiere et la derniere de ces quatre regles. En fait, deux choses doivent étre réalisées. La
premiere, c’est que si I’on part de la conclusion pour aller vers les prémisses, on particularise
un z, mais comme on ne donne aucune contrainte' sur ce x particulier, on doit conserver
la formule quantifiée initiale. La seconde, c¢’est que ces formules quantifiées finiront par dis-
paraitre dans les axiomes qui ne manqueront pas d’apparaitre au fur et a mesure que 'on
avance la preuve.

1. Dans d’autres variantes du calcul des séquents, ces regles ne reprennent pas les formules quantifiées
mais introduisent a la place des contraintes sur 7.
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4.6.2 Reécapitulation des regles

Dot 2 ) poa oy
ngi?fi_)_)ﬁ (Ge) % (D¢)
% (Ga) % (Da)
rooE @) Py (D)
WT:AA (Gn) % (D)
Iy — Ay, Ay T Ty — A A, Lo — A
T o 0,05 — AL, (@) =o5ea (Do)
F’?(,Z\)f’g%)@ZA (Gv) pi@ffﬁﬁA (De)(*)
ey @ ECIaas o

(*) r non libre dans T et A.

I = A1 Top— Ay
F17F2 — A17A2

(©)

4.6.3 Théoremes de correction et de complétude

Nous ne donnons pas ici la preuve de ces théoremes. La démonstration du théoreme de
complétude peut éetre trouvée par exemple dans Introduction a la logique de Francgois Rivenc.

4.6.4 Exemple de preuve
Exemple 5 Une preuve du séquent — Jy(Fy AVx(Fz O Gry)) D Jx(Fx A Gax) est:

Va(Fz D Gza),Fa — Gaa,Fa,3z(Fx A Gex) Va(Fz D Gza),Fa,Gaa — Gaa,dx(Fx A Gzx)
Ve(Fz D Gza),Fa,Fa > Gaa — Gaa,3z(Fx A Gxx) (Gy)
FaNz(Fr D Gza) — Fa,3x(Fz A Gzz) FaNx(Fr D Gra) — Gaa,3x(Fz A Gxx) (D)) v

FaNx(Fr D Gza) — Fa A Gaa,3z(Fx A Gax) (G) A
Fa AVz(Fz D Gra) — Fa A Gaa,3x(Fx A Gz) (D/\)

FaAVz(Fx D Gza) — Jz(Fz A Gzx) (Gs) 3

Jy(Fy AVx(Fz D Gry)) — Jx(Fx A Gz) HD
— Jy(Fy AVz(Fx D Gay)) D Jz(Fz A Gax) (D>)

(G>)

(pour éviter la surcharge de parenthéses, nous avons écrit Fxx au lieu de F(x) et Gxy

au lieu de G(x,y))
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Glossaire et définitions

arité L’arité d’une fonction est le nombre de parametres qu’elle attend. Exemple : I'arité de
la fonction f telle que f(x,y,z,n) = 2™ +y" — 2" est 4. L’arité d’une constante est zéro.

axiome C’est une expression qui sert de point de départ. On la prend vraie par hypothese
et on ne cherche pas a la démontrer. Si on a plusieurs axiomes, ceux-ci ne doivent pas
étre contradictoires entre eux. Cependant, un systeme de plusieurs axiomes peut étre
redondant, certains axiomes pouvant étre déduits a partir d’autres axiomes. On essaie
en général d’avoir le plus petit nombre d’axiomes, ceci ayant en particulier I'avantage de
réduire les risques de contradictions. Il est important de noter qu'un axiome ne contient
pas de variables de formules. C’est ce qui le différencie des schémas d’axiome (voir ce
mot). Par exemple, I'un des axiomes de I'arithmétique de Peano est (Vz) (x + 0 = z).

formel Un systéme formel est un ensemble d’axiomes et de regles d’inférence, définissant
un langage formel.

libre cf. lié

lié Une variable liée est une variable qui est sous I’ effet d'un quantificateur. Une variable libre
est une variable qui n’est pas liée. Exemple : dans Va ¢(x)Vy, x est une variable liée (par
le quantificateur V). y n’y est pas liée. Dans certaines expressions une variable peut étre
liée en certaines occurences et libre en d’autres. Exemple : dans (V (¢ (z)Vy))A(x = 5),
la premiere occurence de x (dans ¥ (x)) est liée (par V), alors que la seconde (dans x = 5)
ne l'est pas. Ces deux x n’ont rien a voir entre eux.

occurence Dans une formule, une variable peut avoir plusieurs occurences. Il s’agit des appa-
ritions de cette variable, sans compter celles dans les quantificateurs. Dans Vz,y,z (x =
y)V (z = z) il y a deux occurences de z, une de y et une de z.

regle Une regle est un moyen de transformer une expression en une autre. Les regles sont
notées % et signifient que I'expression F; est transformée en I'expression FEs. Il s’agit
de regles de déduction ou regles d’inférence. Le nom de la regle est souvent indiqué a
droite ou a gauche de la barre.
Exemple: si les expressions sont des égalités entre entiers naturels, on peut avor la

N a=b
regle Si=p

regles dérivées A partir de certaines regles primitives, on peut obtenir des regles plus

. a=b N 9 , , .
complexes. Si par exemple ZLHTH est une regle d’inférence, on peut en déduire une
. L =
nouvelle regle dérivée: =7

schémas d’axiomes Un schéma d’axiome est une formule décrivant un ensemble d’axiomes.
Ainsi, si I'on prend l'axiomatique du calcul des prédicats (cf. §4.5), on admet comme
point de départ possible 'expression: ¢ D (1 D ). Il ne s’agit pas la d’'un axiome car
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@ et ¥ sont des variables et on n’obtient un axiome que lorsque 1’on remplace ¢ et ¥
par des formules particulieres. Ainsi, si le substrat de la logique (le langage des termes)
est 'arithmétique, un des axiomes sera: (x =5) D ((x = 6) D (x = 5)).

substitution Opération par laquelle dans une formule donnée une variable est remplacée
par une expression, et ce pour toutes ses occurences. Par exemple, la substitution de
x par x +y dans 2" 4+ y™ = 2" donne (x +y)" + y" = 2"

systeme formel cf. formel.
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