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Introduction au cours

Présentations

Pourquoi ce cours vous int  éresse :

— Vous vous destinés a étres ingénieurs. ..
...en Info, Electronique et Automatique
— Nécessairement, vous allez faire des erreurs
parce que vous étes humains'!
parce que d’autres en ont fait avant vous'!
— Certains bugs coltent plus que d’autres
Crash d'Ariane 5, 04/06/1996 : 500 millions d’euros

Cours O :
Motivation, Introduction

Oui mais pourquoi la logique ?

— Développement personnel : Ingénieurs de qualité <= Rigueur <= Logique

— Science pour la fiabilité des systemes :

Logique a produit des pour I'assurance de la qualité

Méthodes formelles

...a base de mathématiques

— Intelligence Atrtificielle



Vous vous dites : est-ce que ca en vaut les efforts ?

Développement personnel : Oui, pour vous

Intelligence artificielle : Oui, la logique en est la base

Méthodes formelles :

Ca dépend, elles sont coliteuses, mais nécessaires dans 2 cas

— guand beaucoup d’argent est en jeu

(cf Ariane, transactions financiéres, cryptographie)
— quand des vies humaines sont en jeu

(cf systemes embarqués, pilotes automatiques, ligne 14-Meteor)

Sur ce cours, suite

Transparents disponibles en pdf sur mon site web
Ne contient pas toutes les infos (par ex : les démonstrations)

= en TDs ou en livres :

— Logique pour l'informatique : introduction a la déduction automatique,

Serenella Cerrito (Ed. Vuibert) (23,75 eur -Amazon)
— Logique mathématique, tome 1 & 2,
René Cori et Daniel Lascar (Ed. Dunod) (38,95 eur)

— Introduction a la logique : Théorie de la démonstration,
Karim Nour, René David et Christophe Raffalli (Ed. Dunod) (30,88 eur)
— Proof Theory and Automated Deduction, Jean Goubault-Larrecq et lan
MacKie (Kluwer Academic Publisher) (48,57 eur)

— ce qu'il y a de disponible dans la bibliothéque locale

Sur ce cours

En 3éme année : vous devez étre autonomes

APPREZNDRE COMPRENDRE

Contrdle : Droit aux documents. Pas aux livres.
Pas plus facile, prend du temps, de I'écoute

Venir me voir = votre responsabilité
M’interrompre = votre responsabilité

Contact : St ephane. Lengr and@pol yt echni que. edu
Page web :
http ://ww. | ix. pol ytechni que. fr/~I engrand/

La logique, ¢a vient d'ou ?

C’est vieux (Aristote, Socrate, .. .).

Vérité : confrontation avec la réalité.

Depuis. ..
— diversification des disciplines mathématiques
— éloignement de plus en plus important d’une réalité tangible

XIXeme siecle, crise logique. Les mathématiques : quoi, comment ?
— quelle est la théorie universelle qui unifie les mathématiques ?
— comment raisonne-t-on pour tirer des conclusions de cette théorie ?

— Axiomes
— Démonstration



Grossi erement, quelques noms et contributions

Boole (1815-1864) : algébres de Boole, booléens,. . .ca vous dit qq chose ?

Frege (1848-1925) :

bases -imparfaites- de la théorie des ensembles, formalismes logiques, . ..
Hilbert (1862-1943) : 23 problemes ouverts, meta-mathématiques,. . .
Zermelo (1871-1953) : théorie des ensembles moderne, avec Fraenkel

Russell (1872-1970) :

célebre pour son paradoxe trouvé chez Frege, Principia Mathematica
Brouwer (1881-1966) : constructivisme

Goedel (1906-1978) : théorémes d’incomplétude

Church (1903-1995) : fonctions et calcul, théorémes d’'indécidabilité. . .

Gentzen (1909-1945) : théoremes de cohérence et formalismes logiques

Questions meta-math ématiques

— Existe-t-il un langage adéquat pour parler de toutes les mathématiques ?

OUI : langage des prédicats = langage du ler ordre

— Qu’est-ce qu'une démonstration / preuve / deduction ?
Toujours pas d’accord. Raisonnement par I'absurde ? ou pas ?
Brouwer, Heyting, Kolmogorov,. . .le refusent
ensuite, questions de présentations (calcul des séquents,...)
— Existe-t-il une collection d’axiomes (si possible la plus petite) a partir
desquelles se déduisent toutes les maths ?

Théorie des ensembles, Zermelo-Fraenkel : 9 “axiomes” (ou schémas)
Frege : pour chaque propriété P, autorise la construction {z | P(x)}

Paradoxe :
Soit ' = {x |z ¢ x}. Est-ce que F' € F ouest-ce que ' ¢ F'2...

11

Méta-math ématiques

Les mathématiques =

outils et méthodes pour étudier rigoureusement des objets

Et si 'objet d’étude était le fonctionnement des maths elles-mémes ? ? ?

—> Meta-mathématiques

Grande avancée : vérité =—> prouvabilité

Une proposition P est-elle vraie ?

4

Une proposition P est-elle prouvable ?

10

Questions meta-math ématiques, suite

— Etant donné une proposition P, existe-t-il toujours soit une preuve de P
soit une preuve de =P ? (in)complétudel
NON (Goedel)

— Les mathématiques peuvent-elles demontrer qu’elles ne se contredisent
pas? (in)complétude?2
NON (Goedel)

— Existe-il un algorithme qui réponde OUI s'il existe une preuve de P, qui
réponde NON sinon ? (in)décidabilité
NON (Church, Turing)

Ces trois réponses datent des années 30.
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Questions?
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Pas de pens ée sans langage

Prenons les mathématiques comme objet d’étude

(faisons des meta-mathématiques!), et analysons leur structure !

Une proposition exprime, dans un langage syntaxique, quelque chose

(qui a un sens).

structure a base de symboles qui permet d’exprimer gq chose = syntaxe,

signification de cette expression = semantique

signifiant = syntaxe, signifié = semantique

15

Cours 1:
Syntaxe, S émantique, Logique propositionnelle
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Niveau meta (transparent subtile, mais pas vital)

Pendant longtemps : monde réel fournit un cadre pour la sémantique,

on vérifiait qu'une proposition était vraie ou fausse par confrontation avec
le réel.

Maintenant : objets mathématiques trop abstraits

(voyez-vous des nombres complexes dans la rue ?)

=—=> sémantique donnée par le niveau meta-mathématique
Se placer / raisonner dans une logique X pour étudier la logique Y.

Exemples :
X = l'arithmétique de Péano == sémantique a base d’entiers

X = théorie des ensembles = sémantique a base d’ensembles

Remargue : le niveau meta-mathématique étant syntaxique, finalement il

n'y a jamais que de la syntaxe (sémantique = syntaxe du niveau meta)

16



Clivage syntaxe/s émantique a deux niveaux

Une proposition parle d'objets (d’études).

Niveau objet : les structures syntaxiques 4 et I'V' désignent le méme objet

sémantique.

Niveau proposition : les structures syntaxiques (z € y) A (x € z) et

(x € z) A (x € y) ontla méme sémantique.
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Sémantique de la logique propositionnelle

Pour donner une sémantique aux propositions, il faut
— un ensemble 3 dans lequel on va interpréter les propositions.
— une sémantique pour chaque connecteur %,

c'est-a-dire une fonction f, de B" dans 3
(n = 2 pour les connecteurs binaires, n = 1 pour les connecteurs

unaires, n = (0 pour les constantes, ...)

Pour que la sémantique de A, V, ... corresponde a notre intuition, il faut

que B soit une algébre de Boole
Exemple d'alg ébre de Boole :

BB est 'ensemble des parties d’'un ensemble X (quelconque), avec
ny)=any fr=X [f(z)=7
flzy)=zuy f1=0
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Syntaxe de la logique propositionnelle

En logique propositionnelle : pas d’'objets!
— des variables propositionnelles p, ¢, r, . . . désignent des propositions

quelconques

— des connecteurs A (et) V (ou) = (implique), — (non-),. . .construisent des
propositions complexes a partir de propositions simples, ou sont des
constantes logiques T (vrai) L (faux),...

Une maniére rapide d’écrire les régles de construction des propositions :
AB,C,...:=p|(AANB)|(AVB)|(A=B)|(mA) | T | L
On appelle ¢a une définition inductive

Propositions = chaines de symbdles bien-parenthésées, ou arbres ?

les 2 visions sont équivalentes
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Autre exemple d’alg ebre de Boole : les bool éens

Lensemble des booléens B = {T, F} a2 éléments.

X y f/\(xvy) X y f\/(fl',y) X y fi(xvy)
T| T T T| T T T| T T
T|F F T|F T T|F F
FI|T F FI|T T F| T T
F|F F F|F F FI|F T
x | f-(x)

Jr0) f10)
T F

T F

Fl 7T

20



Sémantique de la logique propositionnelle

Une fois que I'on s’est donné ces fonctions, on peut alors calculer

linterprétation dans BB des propositions

Un paramétre : I'interprétation Z des variables propositionelles p, ¢, . . .

dite valuation. Exemple avec les booléens : Z(p) = TouZ(p) = F.
Linterprétation [A}I d’une d’une proposition A selon la valuation Z est

définie par récurrence sur A :

[plz =1(p)
[*(Al, - ,An)]z = f*([AﬂI, ey [An]z)

[ANB]z = fa([Alz, [Blz)
[-Alz = f~([Alz)

Exemple

21

Cons équence s émantique (parfois dite logique)

Définition

— DB est une conséquence sémantique de A, note A = B
si tout modéle de A est aussi un modéle de B

— A et B sont sémantiquement équivalents, notée A = B,
siAEBetBEA

voir exercice sur les lois de De Morgan

Notez que
- T = A, aussinoté |= A, si et seulement si A est valide.

- A |= Bsietseulementsi A = B est valide (voir TD).
- siA = B, alors

— A est valide implique B est valide

— A est satisfiable implique B est satisfiable

mais l'inverse n’est pas vrai!
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Satisfiable, Valide

A partir de maintenant, 5 = {T,F}
Définitions
- Zestunmodéle de Asi [A]lz =T
— A est satisfiable s'il y a une valuation qui est un modéle de A

— A est valide si toute valuation est un modéle de A

Théoreme : A est satisfiable (resp. valide) si et seulement si = A n’est pas
valide (resp. satisfiable)
Pour vérifier qu’une proposition est valide ou satisfiable, on regarde toutes
les valuations Z possibles sous la forme d’une table de vérité
Si A posséde n variables propositionnelles, on a 2™ cas a tester!

Exemple en exercice avec ((p = ¢) = p) = p
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Conclusions

Toutes ces propriétés des propositions sont des

constatations sémantiques

Cours suivant : on verra comment on peut prouver la conséquence ou la
validité par une démonstration, c’est-a-dire par un

raisonnement syntaxique
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Questions?
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Notion de preuve

Rappelez-vous : on cherche a caractériser de maniére syntaxique les
notions de cons équence s émantique et de validit &
On avait des notion sémantiques A = Bet = B
basées sur la constatation
(passant par valeurs de vérité & interprétation sémantique des formules)
On cherche maintenant des notions syntaxiques A - B et B
basées sur la démonstration (=preuve)
A quoi bon ? La constatation sémantique n’est-elle pas suffisante ?
...apres tout, si on peut “voir” si une proposition est vraie ou pas. ..
Aha'! tant qu’'on parle de choses finies (par ex : logique propositionnelle). . .
...alarigueur...
Mais quand l'univers du discours est infini, comment constater des

propriétés universelles ? (c.f. logique des prédicats (= du ler ordre))
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Cours 2 :
Logique propositionnelle —
La notion de d émonstration
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Le calcul des s équents

Un séquent est une paire de multisets de formules.

C’est quoi un multiset de formules (que I'on notera I', A, .. .)?
Listes : ordre importe, répétitions importent

AB+B,A AA+A
Ensembles : ordre n'importe pas, répétitions n'importent pas
{A,B}y={B,A} {4, 4}=A
Multisets : ordre n'importe pas, répétitions importent

Formellement : une fonction f des formules vers les entiers > 0 & support
fini (support = les formules A telles que f(A) > 0)

f(A) étant le nombre d'occurrences de A dans le multiset

28



Le calcul des s équents

Une paire de multisets de formules Ay,..., A, - B1,...,B,, est
appelé séquent (on lache les { } des multisets)
Ce n’est gu’une construction syntaxique, mais le sens intuitif d’un tel
séquentest Ay A...ANA, = B V...V By,

Une dérivation (=preuve=démonstration) est un arbre

— dont les noeuds sont étiquetés par des séquents, par exemple :

Fb
Fa FbVe
Fan(bVe)

— dont I'étiquetage suit des regles dites d’inférence, par exemple :
FA FB premisses
FAANB conclusion
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Schémas et instances

Le calcul des s équents

Schéma :

FA FB
FAAB

ou A, B dénotent des formules arbitraires
Instances (exemples) :
Fe Fd F—c F =
Fend F—cA-cd

pour les variables propositionnelles particuliéres c et ¢/
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Unséquent Ay,..., A, F By,..., By, estdérivable dans un systéme
S de régles d'inférence s'il existe une dérivation dont il est la conclusion

(i.e. dont il décore la racine).
Onlenote Ay,..., A, Fs By,...,Bn,

Lidée est maintenant de trouver un systéme S de régles d'inférence
caractérisant la conségquence sémantique

(i.e.telque Ay, ..., A, Fs Bq, ..., By, sietseulement si
AN...NA,EB1V...VBy,)
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Systeme G3: les r egles d'inf érence

Reégle de base (axiome) : m
Connecteur Regle d'intro gauche Regle d'intro droite
T TFT,A

-+ ILFA
'kAA A A
- T -Al A Tk A A
INAFA I''BFA I'-A BA
Y TAVBF A T'AVB,A
I'NA,BFA T'HFAA THBA
" IIAANBFEA I'FAABA

32



Systeme G3: les r egles d'inf érence G3: Correction et compl étude

N . N . . Théoreme
Connecteur Regle d'intro gauche Régle d'intro droite
I'-AA T'BFA I'A+ B,A Ai,..., Ay Fgs Bi,...,Bn
= I''A=BFA THA= B A si et seulement si
AIN...NA,EB1 V...V By

o ~ Démonstration : D’habitude,
Correspond & lidée que A = B est la méme chose que (—A) V B
o . du haut vers le bas : par récurrence sur la hauteur de I'arbre de preuve
(écrivez les régles et vous verrez. . .)
du bas vers le haut : beaucoup de fagons

Souvenez-vous : la récurrence (aussi appelée induction) est au

raisonnement ce que la récursion est au calcul / a la programmation.
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Cours 3:

ions?
Questions Logique du ler ordre
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Pour faire rapide Syntaxe : termes

On rajoute les quantificateurs 3z, P et Vx, P Formellement, on se donne une signature Y de termes :

Oui mais ils quantifient sur quoi ? ensemble de constructeurs de termes avec, pour chacun, une arité

On a besoin d’un univers de discours, dont les éléments sont décrits (dans Exemple : X = {() 10,“S" 11, “+" /2 }

la syntaxe) par des termes . . .
Y )P Comme annoncé, on se donne aussi des variables de termes x, y, 2

Exemples d’'univers de discours : Exemples de termes .,
La syntaxe des termes est alors donnée par :

— les entiers 0,5(0),3+4
— les réels 3/4, tu=a| f(t,...,tn) sif/nex
— les ensembles 0,AUuB
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Syntaxe : propositions Syntaxe : propositions

Ensuite, on veut dire des choses sur ces objets de I'univers On bazarde les variables propositionnelles !
Exemple : 1+ 1 =2 3<4 zey zCy Elle servaient a ce que les propositions atomiques ne soient pas

) . . interprétées de maniére constante (que chacune, selon l'interprétation,
On se donne donc une signature W de propositions :

” . - soit parfois vraie parfois fausse)
ensemble de propositions atomigques avec, pour chacune, une arité

Ici, les termes donnés comme arguments des prop. atomigues vont créer

Exemple : U = {*="/2,<"/2,“IsEven” /1 } cette variation

La syntaxe des propositions est alors donnée par :
P :=p(t1,...,ty) | ...[comme en logique prop.]... | (3z, P) | (Vx, P)

sip/ne Vv

39 40



Syntaxe : variables li ées/muettes 1

Notion de variable muette en maths :

On “sait bien” que VY, P(x) c'est la méme chose que Yy, P(y)

Intuition : le nom / la variable que j'utilise pour désigner une chose n'a pas
d’'importance

Plus complexe qu'il n'y parait.

Tache 1 : définir quelles sont, dans P les variables muettes (=liées)

Celles qui n’y sont pas libres! (on est bien avancé)

41

Syntaxe : variables li ées/muettes 3

Tache 2 : définir ce qu'est le renommage d’une variable muette
appelé a-conversion

On définit pour ca I'échange de 2 variables sur P (resp. t)

(zy) P (resp. (xy)t) :

partout ou vous avez écrit  (lié ou libre), vous mettez v, et vice versa
Jz, P estidentifié avec Jy, (xy)Psiy & fu(P)

Va, P estidentifie avec Vy, (xy) P siy & fu(P)

Pourquoi “si y & fu(P)” (i.e. y est une variable fraiche) ?
(y = 0) A (3, x = y) n'est pas la méme chose que
(yzo)/\ay?y:x

43

Syntaxe : variables li ées/muettes 2

Toute variable (de terme) apparaissant dans ¢ est libre dans ¢, elles
forment 'ensemble fv(t)

fv est défini inductivement sur les propositions :

fo(p(ti, ... tn)) = fo(t1) U...U fo(ty)

fu(ANAB) = fu(A) U fu(B)
fv(3z, P) = fu(P)\{z}
fv(Vz, P) = fo(P)\{z}

Syntaxe : variables substitu  ées

Tache 3 : définir une notion de substitution (variable x par terme t)

sur les termes : {/ } t/

trivial.

sur les propositions : {t/m} P

ATTENTION quand vous définissez {/ } (Vy, P) et {¥,} (3y, P) 11!
Que se passe-t-ilsiz = y?

siy € fo(t)?

Moralité :
{t/z}(Vy’P) ::Vya{t/z}P et {71}(3y,P):3y7{t/z}P
siz #yety & fo(t)

sinon, renommer y en I'échangeant avec variable fraiche z : (yz)P

a4



Sémantique : termes

Il nous faut :

— un univers (sémantique) U pour interpréter les termes
— une interprétation f de tous les constructeurs de termes f, & savoir

si f est d’arité n, une fonction fde U" dans U

Semantique d'un terme [ : par récurrence sur ¢

et si t est une variable x ?
Interprétation [¢t]; d’un terme ¢ est parametrée par valuation qui interpréte

les variables vers U, ce qui donne :

[z]r = I(x)
[f(trst)lr = f(talrs - [talr)

45

Mod éles & co.

Un modéle d'une proposition P est maintenant :

— un univers U non-vide

— une interprétation fpour chaque f € ¥ et p pour chaque p € ¥
— une interprétation I(x) € U pour chaque variable z € fv(P)
telsque [P]; =T

Dans le cas particulier ou fv(P) = () (on dit que P est clos),

cela ne dépend que de I'univers U et de l'interprétation”™

a7

Sémantique : propositions

Il nous faut : ~
— une interprétation p de toutes les propositions atomiques p, & savoir

si p est d'arité n, une fonction p de U™ vers B
Sémantique d'une proposition /' : par récurrence sur P

dépend toujours de linterprétation I des variable libres de P

[p(ty, .- ta)lr = p([talr, - [talr)

[AN BJ]; = fa([Alr [B]r)
[Va, Py = min{[P]r g | u € U}
[(Fz, P); = maz{[P]1 g | u € U}

46

Rebelotte

Définitions

— A est satisfiable s'il a un modéle

— A estvalide, noté |= A, si toutes les structures ci-dessus en sont des
modeles

— B est une conséquence sémantique de A (noté A = B) si tout
modéle de A est aussi un modéle de B

- A et B sont sémantiquement équivalents, noté A = B, si A = B et
BEA

Théoreme : A est satisfiable (resp. valide) si et seulement si —A n'est pas

valide (resp. satisfiable)

48



Systeme de preuve ! G3 version logique du ler ordre

Méme regles qu’en propositionnel, plus

I-PA L, (va, P), {&} PF A
7.'L'¢fv(F7A)
I+ (vz, P), A L, (Ve P) = A
t I'"PFA
L= {4} P 3z, P), A T ¢ fo(l,A)
Tk (3z,P),A I, (3z,P)F A

A nouveau : Dualité de De Morgan entre V et 3

49

Questions?

51

G3: Correction et compl étude

Théoreme
Ai,..., A, a3 B1,...,Bpy
si et seulement si
ATN...NA, |:Blv...vBm
Démonstration :

— du haut vers le bas : comme d’hab. par récurrence sur la hauteur de la
dérivation

— du bas vers le haut : Qula!!! B
Il faut construire un modele, avec un {f etun!!!

A partir de quoi ? La syntaxe quotientée. .. modéles syntaxiques. ..

50

Cours 4 :
Résolution
Programmation logique
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Un petit point sur le buveur

Un petit point sur le buveur

Si le bar est vide, le théoreme est faux.

Deux visions :
Premiere vision :ala “Théorie des types”

on enregistre a quelles variables libres on a droit :

=% p A I, (Va, P),{¥\PF® A
. (Va, P), { x}qb folt) C @
r'E® (Yo, P), A I, (Vz, P) ¥ A
r=® {1 p (32, P), A I,PE® A
{/o} P,(3z, P) ot) C @

L+ 3z, P), A I, (3z,P) F® A
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Un petit point sur le buveur

Deuxieme vision : ala “Logique du premier ordre”

Les regles sont celles que j'ai présentées au cours 3 :

T'FPA /
T ¢ (T, A) alliiol Ok
I+ (vz, P), A L, (Va, P) - A

t I''PFA
FF{/Z}P,(EILP),A %ngv(F,A)
I+ (3, P),A [, 3z, P) - A

Du coup, - 3z, (p(x) = Yy, p(y)) est prouvable.

55

Du coup, F? 3z, (p(z) = Yy, p(y)) est pas un séquent prouvable. . .

...sans constante de terme (=constructeur de terme d’arité 0)

par exemple ici : le barman ?
par contre, =% 3z, (p(z) = Yy, p(y)) est dérivable !
ainsi que (32, T) F? 3z, (p(z) = Yy, p(y))
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Un petit point sur le buveur

Les deux versions ne prouvent pas les mémes théoremes!!

(...sauf si la signature possede une constante de terme)

La version “Théorie des types” est correcte et compléte vis-a-vis de la
notion de modeéle :

— un univers U

— une interprétation f pour chaque f € ¥ et p pour chaque p € ¥

— une interprétation I (x) € U pour chaque variable 2 € fv(P)

telsque [P]; =T

Définition

Aq,..., A, = Bsitoutmodéle de Ay, ..., A, estun modéle de B
Théoréme

Ay,..., Ay b3 B1,...,By, ssi Ai,..., A, EB1V...VBp,
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Un petit point sur le buveur

La version “Logique du premier ordre” est correcte et compléte vis-a-vis de
la notion de modeéle :

— un univers U non-vide

— une interprétation fpour chaque f € ¥ et p pour chaque p € ¥

— une interprétation I(x) € U pour chaque variable x € fv(P)
telsque [P]; =T

Définition

A1,..., A, = Bsitoutmodéle de Ay, ..., A, estun modéle de B
Théoréme

Ai, ..., Ay ka3 Bi,..., By ssi Ai,..., A, EB1V...VBy
Notez que si la signature posséde une constante de terme ¢, les deux

notions de modeles coincident puisque ¢ force U/ a ne pas étre vide
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Inconv énients de G3 au ler ordre

Peut-on faire plus intelligent ?

...mmm. . .de toute facon, les regles

T, (v, P), {/z} P+ A L'+ {}P 3z, P),A
T, (Vz,P)F A 'k (3z,P),A

nécessitent de sortir ¢ du chapeau. Il semble nécessaire d’énumérer tous

les t jusqu’a ce qu’on trouve le bon. ..

7(986) - (Jy, r(y))
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Inconv énients de G3 au ler ordre

Contrairement au cas propositionnel,
application (bottom-up) de certaines regles ne font pas diminuer le nombre

de connecteurs

==>La hauteur des preuves d'un théoréme donné n’a pas de borne.

==La prouvabilité est indécidable (Théoreme de Church).

procédure de semi-décision : un algorithme qui, étant donné un probléme,
— s'arrétera en répondant oui si sa réponse est oui

— s'arrétera en répondant non ou ne s’arrétera pas si sa réponse est non
Un algo. de semi-décision pour la prouvabilité :

on énumere tous les arbres décorés par des séquents,

on vérifie pour chacun s'il s'agit d’'une preuve du théoréme demandé

Trés béte.
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Reprenons depuis le d ébut

Soit A une formule du ler ordre. On veut un algo (pas trop béte) de
semi-décision qui réponde a la question :

A est-elle prouvable/valide ?

c’est-a-dire

- A est-elle insatisfiable ?

c’est-a-dire

B est-elle insatisfiable ? ...ou B est...

une forme clausale de = A
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Forme clausale

Forme clausale :

une forme prenexe de A :

une formule logiquement équivalente a A, de la forme
lela SR an’na C
avec tous les quantificateurs Q1 . . . @, en téte, C' sans quantificateurs.

une forme prénexe skolémisée de A :

une formule close B de la forme
Vyh o 7Vym7 D

avec D sans quantificateurs, telle que A est satisfiable ssi B satisfiable.
(Toutes les variables libres ou quantifiées existentiellement ont été

substituées avec des nouveaux constructeurs de termes)
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Forme clausale

Lexistence d’une telle forme, pour toute formule A, résulte des exercices
des TDs.

Exemple: —(r(986) = Jy,r(y)) devient r(986) A Vy,—r(y),
la seconde étant bien insatisfiable ssi la premiére I'est

(cest-a-dire ssi 7(986) = Jy, r(y) est valide)

Pour économiser de la place, sans perdre d'information logique,

on ne retient de
(Vai ... Vag,, CYY A A (Vaf ... Vaf ,C9)

que I'ensemble des clauses (', . . ., C,, ou la disjonction est associative

+ commutative (les clauses sont des multisets de littéraux)
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une forme normale conjonctive prénexe skolémisée de A :
la méme chose en imposant que D est une grande conjonction de

clauses, i.e. une formule de la forme
1 1
YYt, s Y GV V)AL ATV V)

(Rappelons qu’une clause est une disjonction de littéraux, et qu’un littéral [
est une formule atomique ou la négation d’une formule atomique)

une forme clausale de A :

une conjonction de clauses closes, logiquement équivalente a une forme

normale conjonctive prénexe skolémisée de A, i.e. de la forme :

(Vag.. Vag, g V. VI )AL A Vel V] Vv )

avec z; € fo(li V... V1)
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Méthode de r ésolution

La méthode consiste a déduire de ces clauses de nouvelles clauses
On enrichit ainsi notre catalogue de clauses connues

Ceci par 2 regles :
La simplification
Cvivli

CcVvli

La résolution

CVr(ty,....tn) C'V-rt),...,t)

a(Cv T
quel est o ? une substitution qui unifie £1 avec t’l,. .., tn avec t;l
onlanote 0 = mgu(ty =t},...,t, =1,)

Exemple : avec les clauses 7(986) et —r(y),

o = mgu(986 = y) est la substitution qui envoie y sur 986
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Méthode de r ésolution

Conclusion : appliquer la régle de résolution aux (986) et —r(y) vous
donne la clause vide, i.e. la clause fausse

(rappel : C'V L. = O)

...et donc notre ensemble de clauses 7(986) et —r(y) était insatisfiable
...etdonc la formule =(7(986) = Jy,r(y)) était insatisfiable
...etdonc la formule 7(986) = Jy, r(y) était valide

plus généralement. . .

Correction et compl étude

(pour les modéles non vides)

Lensemble de clauses C1, . . ., C), est insatisfiable
si et seulement si
on peut déduire la clause vide en appliquant les regles de simplification et

de résolution
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mgu

Questions :
Existe-il toujours une substitution mgu(ty = ¢}, ..., t, =t,)?
Comment 'obtiens-je dans les cas non-triviaux ?

hehe...
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Dernier exemple

Le buveur :
La formule 3z, (p(x) = Yy, p(y)), a valider, devient :
I'ensemble des clauses p(x) et —p(f(2)), & insatisfier

Japplique ma régle de résolution :
jobtiens pour o = mgu(x = f(z)) la substitution qui envoie x sur f(z)
j'obtiens comme nouvelle clause : la clause vide

cqgfd
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Reste a faire

— Lalgo d'unif
— Extension de la logique du ler ordre avec égalité
— Clauses de Horn et description de Prolog

— Programmation logique d’opérations arithmétiques
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Questions?
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Logique du ler ordre avec égalit &

Symbole =/2 peut faire partie de la signature ¥ des propositions

atomiques

Normalement, prédicats atomiques pas concernés par regles d'inférence
(mais éventuellement régis par axiomes/hypotheses)

Pour =, c’est un peu différent. Connecteur spécial : on veut

((t = u) AP()) = P(u)

pour toute proposition P Egalité de Leibniz
pas une hypothése, mais sch éma d’hypoth eses

Solution : on traite = par des regles d'inférence spécifiques
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Cours 5:

Logique du ler ordre avec égalité
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Extension de G3 pour =
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Exemple

Avec ces regles on démontre la symeétrie et la transitivité de = :

Vz,Vy, (z =y) = (y = 2)
Ve, Vy,Vz,((z =y) A (y = 2)) = (z = 2)
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Questions?
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Sémantique de cette extension

Tres simple. Il faut interpréter le prédicat = dans le monde sémantique.
Une maniére canonique :

pour a, b € U, on définit
=(a,b) =T siaetbsontégaux (dans Uf)
=(a,b) =F sinon
Le systéeme G3 étendu avec les deux regles pour = est correct et complet

vis-a-vis de cette sémantique (ou = est fixe)
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