
CHAPITRE 8

La régression linéaire simple

Résumé : Les chapitres précédents ont présenté la notion d’intervalle de confiance et
de test, et en ont donné divers exemples.

Objectif : Nous étudions ici un modèle statistique d’usage fréquent, voire incon-
tournable, à cause de son efficacité : la régression linéaire. Dans ce chapitre, nous nous
contentons d’expliquer une variable quantitative comme fonction affine d’une seule autre
variable quantitative.

1. Présentation du modèle

On considère ici des couples de variables. Dans le cas d’un appartement à vendre, il
s’agit de sa surface xj et de son prix yj.

Exemple 8.1 (Prix d’un appartement). A environnement (quartier ou ville) donné,
la surface d’un appartement détermine assez largement son prix ; pas complètement ce-
pendant, à cause de la multitude d’autres facteurs à prendre en compte (étage et présence
d’un ascenseur, orientation, parking, gardien, année de construction, etc.). On considère la
coupure de journal donnée par la figure 1 (datant du début des années 2000, les prix font
rêver !). On dispose donc ici de 28 couples (xj, yj). On les représente graphiquement à la
figure 2. Le but de ce chapitre est, entre autres, de comprendre les résultats numériques de
la régression précisés en-dessous du nuage de points. Vous notez, sans doute avec plaisir,
qu’ils mettent en jeu des intervalles de confiance et des tests, vos nouveaux amis.

1.1. Modélisation stochastique. Comme toujours, on modélise le problème en sup-
posant que les appartements auxquels nous avons affaire sont un échantillon représentatif
de l’ensemble des appartements à vendre sur Paris. Ainsi, on part, pour l’analyse mathé-
matique, du 28-échantillon (X1, Y1), . . . , (X28, Y28) i.i.d. selon une certaine loi sur R2. La
première marginale de cette loi indique la répartition des surfaces des appartements du
parc immobilier privé, la seconde, celle de leurs prix. Cette loi n’est évidemment pas une
loi-produit, puisque la surface a une influence sur le prix.

On veut quantifier et préciser cette influence. On peut écrire

Yj = f0(Xj) + εj ,

cela dit que le prix Yj est la somme de deux facteurs, un facteur dit modélisé ou expliqué
f0(Xj), parce qu’il ne dépend que de la surface Xj, et un autre facteur εj dit stochastique ou
résiduel, qui englobe tous les autres paramètres. A cause du fameux théorème de la limite
centrale flou, on pourra supposer, le moment venu, que les εj suivent une loi normale.

Dans ce qui suit, on s’intéressera uniquement aux relations f0 affines, du type, pour
α0 et β0 deux réels (les mêmes pour tout l’échantillon),

Yj = α0 + β0Xj + εj .
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Fig. 1. Liste de 28 appartements à vendre.

Remarque 8.1 (Autres types de dépendance). Quitte à considérer les lnXj ou les X2j
en lieu et place des Xj, on peut évidemment aussi s’intéresser à des relations comme

Yj = α0 + β0X
2
j + εj ou Yj = α0 + β0 lnXj + εj .

Remarque 8.2 (Caractère aléatoire ou non du plan d’expérience). On appelle la suite
des Xj le plan d’expérience. Il peut être aléatoire comme dans le cas des appartements (on
étudie ce qu’on lit dans le journal), ou fixé par l’expérimentateur.

Un autre exemple de plan aléatoire serait la détermination du budget vacances Yj
en fonction du revenu mensuel du foyer Xj. Si l’on appelle des Français au hasard dans
l’annuaire, les Xj sont aléatoires.

Un exemple de plan fixé par l’expérimentateur serait le cas de l’étude du rendement Yj
d’un champ en fonction de la quantité d’engrais xj épandue. On considérerait n champs
côte à côte soumis aux mêmes conditions climatiques et on considérerait que les variations
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Fig. 2. Résultat de la régression du prix des appartements par leur surface.

sont causées par les quantités d’engrais. Ici, on se fixerait ces quantités xj à l’avance, elles
ne seraient donc pas aléatoires.

Exemple 8.2 (Pourquoi parle-t-on de régression ?). Sir Galton étudiait la taille des
fils yj en fonction de la taille des pères xj. Il a noté un retour vers un comportement
moyen : les pères grands donnaient naissance à des fils plus petits, et les pères petits
donnaient naissance à des fils plus grands. “Regression” signifie en anglais « retour »
(vers la moyenne, ici). D’où, vous commencez à vous y habituer, la mauvaise traduction
franglaise « régression », désormais synonyme de relation en statistique.

Mathématiquement, on s’attend ici à une relation du type yj = m0+β0(yj−m0)+ . . .,
avec m0 la taille moyenne de la population et . . . désignant la réalisation d’une variation
aléatoire. C’est bien une relation que l’on peut modéliser sous la forme

Yj = α0 + β0Xj + εj .

Ici, on voudrait estimer β0 et tester que 0 < β0 < 1.
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2. Estimation dans le cas général (non nécessairement gaussien)

Comme indiqué à la remarque 8.2, et quitte à conditionner par les valeurs observées
xj des Xj, on suppose désormais qu’on est dans le modèle

Yj = α0 + β0xj + εj , j = 1, . . . , n,

où ε1, . . . , εn sont des variables aléatoires i.i.d. selon une certaine loi centrée, admettant
un moment d’ordre deux :

E
�
εj
�
= 0 et E

h
ε2j

i
= σ20 .

On rappelle les seules réalisations que l’on observera sont celles des Yj, notées yj. On n’ob-
servera pas les réalisations des εj (et c’est pour cela que je les appelle variables aléatoires,
et non pas observations).

Les paramètres α0 et β0 sont inconnus et voudrait les estimer.

2.1. Estimateurs des moindres carrés des coefficients de régression.

Définition 8.1. On appelle estimateurs des moindres carrés de (α0, β0) le couple�bαn, bβn� tel que �bαn, bβn� = argmin
(α,β)2R2

n∑
j=1

�
Yj − (α+ βxj)

�2
.

Si l’on note

Fn : (α, β) 2 R
2 7→ n∑

j=1

�
Yj − (α+ βxj)

�2
,

alors le couple
�bαn, bβn� est un point critique de Fn, soit

∂Fn

∂α
(α,β) =

∂Fn

∂β
(α,β) = 0 .

Si l’on faisait les calculs, cela nous donnerait un système de deux équations à deux incon-
nues (α et β). En le résolvant, on obtiendrait les formules suivantes.

Proposition 8.1. On définit les quantités empiriques suivantes,

Var
�
xn1
�

=
1

n

n∑
j=1

�
xj − xn

�2 et Cov
�
xn1 , Y

n
1

�
=
1

n

n∑
j=1

�
Yj − Yn

��
xj − xn

�
,

appelées respectivement variance et covariance empiriques (ou d’échantillon). Alors
les estimateurs des moindres carrés de α0 et β0 sont donnés par

bβn =
Cov

�
xn1 , Y

n
1

�
Var

�
xn1
� et bαn = Yn − bβnxn .

La minute SPPS 8.1. Sur la figure 2 (obtenue par Analyze / Regression / Linear
en ce qui concerne les tableaux de statistiques), on lit les valeurs réalisées pour bαn et bβn,
soit, respectivement, −29.466 et 5.353.

Exercice 8.1. Ceux d’entre vous qui voudraient refaire ces calculs peuvent se reporter
au polycopié de cours de l’année 2007, page 156 du fichier pdf.
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En particulier, la droite de régression est l’ensemble des points

D =
{�
x, bαn + bβnx�, x 2 R

}
=

{ 
x, Yn +

Cov
�
xn1 , Y

n
1

�
Var

�
xn1
� �

x− xn
�!
, x 2 R

}
.

On l’a tracée à la figure 2. Elle passe toujours par le point (xn, Yn). Elle passe également
par les points

bYj = bαn + bβnxj = Yn +
Cov

�
xn1 , Y

n
1

�
Var

�
xn1
� �

xj − xn
�
,

pour j = 1, . . . , n.
Les bYj sont les valeurs prédites pour les observations Yj par notre modèle. Notez que

lorsque nous formons les bYj, nous connaissons déjà les Yj : l’expression des bYj dépend des
Yj. Cependant, à cause de la contrainte de modèle linéaire, l’interpolation ne peut être
parfaite et les écarts bεj = Yj − bYj , j = 1, . . . , n,

seront utilisés pour mesurer l’adéquation du modèle. On les appelle les résidus (ou écarts
résiduels). Ils ne sont pas les réalisations des εj, mais presque, aux erreurs d’estimations
près de α0 et β0 par bαn et bβn.

2.2. Le coefficient de détermination r2. Remarquez que nous avons pris bαn etbβn de telle sorte que la somme des carrés des résidus
∑�bεj�2 soit minimale. On note

également qu’on a
∑ bεj = 0 : certaines des observations Yj se situent donc au-dessus de la

droite de régression tandis que d’autres se situent en-dessous ; et leurs écarts à la droite
se compensent. On a également

1

n

∑
j=1

nbYj = Yn =
1

n

∑
j=1

nYj .

Une conséquence très importante de ces faits est la décomposition suivante.

Théorème 8.1. La somme des carrés totale ΣT est égale à la somme des carrés
expliquée par la régression ΣE plus la somme des carrés résiduelle ΣR,

n∑
j=1

�
Yj − Yn

�2
︸ ︷︷ ︸

not.
= ΣT

=

n∑
j=1

�bYj − Yn�2︸ ︷︷ ︸
not.
= ΣE

+

n∑
j=1

�
Yj − bYj�2︸ ︷︷ ︸
not.
= ΣR

.

ΣT mesure la variabilité des observations Yj autour de leur moyenne Yn ; à un coefficient
1/(n − 1), elle est égale à l’estimateur de la variance. Le terme ΣR mesure la variabilité
des prédictions du modèle bYj autour de leur moyenne Yn, c’est en un sens la variabilité
intrinsèque du modèle. Le dernier terme mesure quant à lui la taille des résidus (leur
variabilité autour de leur moyenne nulle).

Définition 8.2. Le coefficient de détermination r2 est la fraction de la variabilité
totale expliquée par la régression,

r2 =
ΣE

ΣT
.
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On a donc 0 6 r2 6 1. Le cas limite r2 = 1 exprime une adéquation linéaire parfaite :
les écarts résiduels bεj sont tous nuls, le modèle linéaire semble parfaitement déterministe,
au vu des données recueillies. Au contraire, une faible valeur de r2 indique une faible
liaison linéaire entre les xj et les yj ; cela ne signifie pas qu’il n’existe pas de liaison forte
entre xj et yj : lorsque celle-ci existe, et cela est possible, elle n’est simplement pas linéaire
(les yj peuvent par exemple être linéaires en les x2j ).

La minute SPPS 8.2. Sur la figure 2, on lit une valeur réalisée de 86.5% pour r2. On
traduira à l’homme de la rue : la surface explique 86.5% du prix de l’appartement.

2.3. Quelques qualités des estimateurs bαn et bβn.
Proposition 8.2. Les estimateurs bαn et bβn sont sans biais,

E
�bαn� = α0 et E

hbβni = β0 .

Exercice 8.2. Prouvez ce fait. Il suffit par exemple de voir, pour bβn, que
E

h
Cov

�
xn1 , Y

n
1

�i
=
1

n

n∑
j=1

�
xj − xn

�
E

h
Yj − Yn

i

=
1

n

n∑
j=1

�
xj − xn

� �
(α+ βxj) − (α+ βxn)

�
= β Var

�
xn1
�
.

Remarque 8.3. Lorsque le plan d’expérience est aléatoire, i.e., que les xj sont les réa-
lisations de variables aléatoires Xj, alors les estimateurs considérés sont également consis-
tants,

bαn P−→ α0 et bβn P−→ β0 .

Cela procède des propriétés générales de la méthode des moments ; je vous renvoie les plus
courageux d’entre vous pour les détails éventuels au polycopié de cours de l’année 2007,
pages 157–158 du fichier pdf.

Enfin, dans tous les cas, on peut montrer que parmi tous les estimateurs sans biais de
α0 et β0 qui sont fonctions linéaires des Yj, les estimateurs bαn et bβn sont ceux de variance
minimale.

3. Estimation et tests dans le cas du modèle linéaire gaussien

On se place désormais dans le cas

Yj = α0 + β0xj + εj , j = 1, . . . , n,

où ε1, . . . , εn sont des variables aléatoires i.i.d. selon une loi normale N (0, σ20). C’est ce
qu’on appelle un modèle linéaire gaussien. On le justifie par les arguments habituels de
théorème de la limite centrale floue, quand une foule de petits facteurs indépendants
expliquent les variations par rapport à l’ajustement linéaire ; ces variations sont alors
normales.

Ici, comme auparavant, on suppose que le modèle est homoscédastique, i.e., la variance
des variations est indépendante des xj. On a trois paramètres, que l’on va chercher à
estimer, encadrer et tester : α0, β0 et σ20.
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3.1. Lois des estimateurs en jeu. A cause de l’hypothèse formulée sur la loi des
εj, on va ici pouvoir préciser la loi des estimateurs en jeu.

La proposition 8.1 donne les expressions explicites de bαn et bβn : tous deux sont des
combinaisons linéaires des Yj. Or, ces dernières sont des variables aléatoires indépendantes,
chacune de loi normale, puisque les εj le sont également. En conséquence, bαn et bβn suivent
chacun une loi normale, dont il ne reste plus qu’à déterminer les paramètres. La proposi-
tion 8.2 montre qu’ils ont pour espérances respectives α0 et β0. Un calcul pas forcément
aisé ni agréable donne alors le résultat suivant.

Théorème 8.2. Dans le modèle linéaire gaussien, les estimateurs bαn et bβn suivent
les lois normales

bβn ∼ N
 
β0,

σ20
n Var

�
xn1
�! et bαn ∼ N

0@α0, σ20
n

0@1+

�
xn
�2

Var
�
xn1
�
1A1A .

Exercice 8.3. Ceux qui veulent s’entraîner au calcul algébrique intensif peuvent es-
sayer de retrouver à la main ce résultat. Le corrigé se trouve, ici encore, dans le polycopié
de cours de l’année 2007, pages 159–160 du fichier pdf.

Ce qui concerne l’estimation de la variance σ20 des écarts aléatoires au comportement
linéaire est à rapprocher des résultats du paragraphe 6.2. On commence par noter que par
définition du modèle linéaire gaussien et de la loi du χ2,

n∑
j=1

ε2j ∼ σ20 χ
2
n .

Ici, le mieux qu’on puisse faire est de considérer la somme des carrés des écarts résiduels,
dont on peut prouver qu’elle suit également une loi du χ2, mais à n− 2 degrés de liberté
(puisque cette fois-ci, on a dû estimer deux paramètres, α0 et β0),

ΣR =

n∑
j=1

�bεj�2 ∼ σ20 χ
2
n−2 .

On traduit cela par le théorème suivant.

Théorème 8.3. Dans le modèle linéaire gaussien, on dispose de l’estimateur de
la variance σ20

bσ2n =
1

n− 2

n∑
j=1

�bεj�2 ∼
σ20
n− 2

χ2n−2 .

Il est sans biais et consistant.

Une propriété supplémentaire qui serait utile si on faisait les preuves des différents
théorèmes est que est bσ2n est indépendant de bαn et bβn.

3.2. Estimation et test sur β0 : la variable explicative influe-t-elle sur la
variable à expliquer ? En combinant les résultats du paragraphe précédent, on aboutit
à l’égalité en loi suivante, de laquelle se déduisent facilement intervalle de confiance sur
β0 et test de β0 à une valeur de référence :q

n Var
�
xn1
� bβn − β0bσ2n ∼ Tn−2 .
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Fig. 3. Résultat de l’analyse de la variance sur les données de prix d’appartement.

Corollaire 8.1. Un intervalle de confiance exact de niveau 1−p sur β0 est donné
par exemple par

bIn =

"bβn � tn−2,1−p/2

s bσ2n
n Var

�
xn1
�# .

Principe 8.1. On part d’une situation de modèle linéaire gaussien Yj = α0 +

β0xj + εj, où les εj sont i.i.d. selon une loi normale N (0, σ20) et on se demande si
βref est une valeur admissible pour β0. Le test est fondé sur le résultat suivant : sous
H0 : β0 = βref,

Tn =
q
n Var

�
xn1
� bβn − βrefbσ2n ∼ Tn−2 .

en particulier, la distribution de Tn est centrée autour de 0. Lorsque β0 est plus grand
que βref, Tn tend à prendre des valeurs plus grandes (que 0). Lorsque β0 est plus
petit que βref, Tn tend à prendre des valeurs plus petites (que 0).

L’usage le plus fréquent de ce test est avec l’hypothèse H0 : β0 = 0 d’absence de liaison
linéaire entre les xj et les Yj. Dans ce cas, un calcul simple montre que la statistique de
test Tn introduite dans le principe précédent est telle que

F =
�
Tn
�2

=

 q
n Var

�
xn1
� bβnbσ2n

!2
= (n− 2)

∑n
j=1

�bYj − Yn�2∑n
j=1

�
Yj − bYj�2 = (n− 2)

r2

1− r2
.

La statistique de test Tn est donc une fonction de r2 ; que r2 joue un rôle ne doit pas vous
surprendre au vu des commentaires qui suivent la définition 8.2.

On généralisera dans le cas de la régression multiple ces tests d’existence ou d’absence
de relation linéaire fondés sur r2. On retiendra qu’ici on a comparé la meilleure approxi-
mation Yn des moindres carrés des Yj sous l’hypothèse H0 : β0 = 0 à celles proposés sous
H1, et qui sont les bYj.

3.3. Estimations et tests sur α0 et σ20. Ils procèdent des égalités en distribution

bαn ∼ N
0@α0, σ0

n

0@1+

�
xn
�2

Var
�
xn1
�
1A1A et bσ2n =

1

n− 2

n∑
j=1

�bεj�2 ∼
σ20
n− 2

χ2n−2

selon une mécanique qui devrait vous sembler bien familière désormais. Vous pouvez les
définir plus précisément en exercice. Nous nous contenterons de lire les valeurs calculées
par SPSS.
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3.4. Décryptage des sorties SPSS. Dans ce paragraphe, nous allons apprendre à
lire les sorties SPSS.

La minute SPPS 8.3. On commence par le premier tableau de la figure 2. A gauche,
on lit respectivement les valeurs de �

p
r2 (avec le signe de bβn) et de r2, ici, 0.930 et 0.865.

A droite, on lit l’estimée correspondant à la racine carrée de l’estimateur de la variancebσ2n, soit 122.939 ici.

La minute SPPS 8.4. On continue par le second tableau de la figure 2. Dans la colonne
la plus à gauche, on lit les estimées de α0 (haut) et β0 (bas), qui valent respectivement
−29.466 et 5.353. La seconde colonne donne les valeurs des estimées de la variance des
estimateurs respectifs, à savoir, les valeurs de

bσ2n
n

0@1+

�
xn
�2

Var
�
xn1
�
1A et

bσ2n
n

Var
�
xn1
�

;

ce sont elles, on l’a vu, qui donnent la demie-longueur des intervalles de confiance sur α0
et β0. Les estimées valent respectivement 41.286 et 0.414. La quatrième colonne donne
la valeur des statistiques de test suivant la loi de Student, celles rappelées au début des
paragraphes 3.2 et 3.3 ; elles valent −0.714 et 12.931, respectivement. La cinquième colonne
donne la P-valeur associée à un test de significativité bilatère (H0 : α0 = 0 vs. H1 : α0 6= 0,
et de même pour β0). Ici, on lit respectivement 48.1% (α0 = 0 est plausible) et 0.000,
ce qui signifie que cette seconde P-valeur est, vu les arrondis, plus petite que 5 � 10−4

(l’hypothèse H0 : β0 = 0 est en revanche clairement rejetée). Enfin, les deux dernières
colonnes donnent les intervalles de confiance sur α0 et β0, au niveau fixé par l’utilisateur
lorsqu’il lance la régression. Notez que le premier contient 0 mais pas le second.

La minute SPPS 8.5. On passe enfin à la figure 3. Dans la première colonne on
lit, de haut en bas, σE, σR et ΣT . La deuxième colonne ne nous intéressera que dans le
chapitre suivant, sur la régression multiple. Les éléments de la troisième colonne sont ceux
de la première divisés par ceux de la seconde ; nous verrons au chapitre suivant, là aussi,
pourquoi cela est intéressant. La statistique F de la quatrième colonne a été définie plus
haut (comme (Tn)2) ; elle suit en fait une loi de Fisher (ici, à 1 et 26 degrés de liberté).
On peut tester H0 : β0 = 0 avec F et on obtient un test équivalent à celui avec la loi de
Student ; et sans surprise, on lit donc la même P-valeur.

Exercice 8.4. On a vu que l’on pouvait prendre α0 = 0. Lancez une régression avec
coefficient constant nul (par Regression / Linear / Options puis en décochant Include
constant in equation). Montrez que l’on propose alors la relation “prix = 5.109� surface
+ aléa”.

4. Estimation et prédiction en un nouveau point (dans le cas du modèle
linéaire gaussien)

On considère toujours le modèle linéaire gaussien

Yj = α0 + β0xj + εj , j = 1, . . . , n,

où ε1, . . . , εn sont des variables aléatoires i.i.d. selon une loi normale N (0, σ20). On a
indiqué aux paragraphes précédents comment ajuster le modèle aux données (comment
estimer α0, β0, et σ20, et comment déterminer s’il existe ou pas une relation linéaire).
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Soit un nouveau point x, déterminé par le dispositif expérimental ou choisi par l’utili-
sateur. On note Yx = α0 + β0x+ εx l’observation associée (où εx ∼ N (0, σ20) est indépen-
dante des variables aléatoires précédentes) ; son espérance est notée µx = α0 + β0x. On
peut vouloir, dans le cadre de la prévision,

– donner un intervalle de confiance sur µx, l’espérance de Yx,
– ou même, donner un intervalle dans lequel Yx sera avec grande probabilité.

4.1. Intervalle de confiance sur l’espérance µx. Certes, les techniques décrites
au paragraphe 3 indiquaient des intervalles de confiance sur α0 et β0, et s’ils sont simul-
tanément vrais, alors on peut en déduire un intervalle de confiance sur µx = α0 + β0x.
L’intervalle qu’on obtiendrait ainsi (exercice : explicitez-le !) a pour défaut que sa demie-
longueur croît rapidement avec x. On voudrait une formule moins sensible à la valeur
de x.

On va procéder de la même manière qu’au paragraphe 3.1. Les estimateurs bαn et bβn
sont combinaisons linéaires des observations gaussiennes indépendantes Yj ; l’estimateur

bµx,n = bαn + bβn x
est lui aussi une telle combinaison linéaire et suit par conséquent une loi normale (dont
il suffit de déterminer espérance et variance). L’espérance est bien µx, vu le caractère
sans biais de bαn et bβn. Des calculs similaires à ceux proposés à l’exercice 8.3 permettent
de déterminer la variance, puis, moyennant une studentisation, conduisent au résultat
suivant.

Théorème 8.4. Dans le modèle linéaire gaussien, l’estimateur bµx,n = bαn + bβn x
suit une loi normale,

bµx,n ∼ N
 
µx,

σ20
n
hx,n

!
où hx,n = 1+

1

Var
�
xn1
� �x− xn

�2
est le levier en x.

Par conséquent, s
nbσ2n hx,n bµx,n ∼ Tn−2 .

On déduit de la dernière assertion des intervalles de confiance et des tests sur µx, selon
la cuisine habituelle. Par exemple, un intervalle de confiance exact de niveau 1−α sur µx
est 24bαn + bβn x � tn−2,1−α/2

sbσ2n
n
hx,n

35 .
Exercice 8.5. Ceux qui veulent s’entraîner au calcul algébrique intensif peuvent ici

encore essayer de calculer la variance de bµx,n. Le corrigé se trouve là aussi dans le polycopié
de cours de l’année 2007, pages 168–169 du fichier pdf.

4.2. Intervalle de prévision sur Yx. On cherche maintenant à donner des indica-
tions sur la valeur non plus de µx, mais de Yx = µx+εx. Il suffit de tenir compte de l’ajout
de la perturbation aléatoire εx, qui est indépendante des observations Y1, . . . , Yn (et des
aléas correspondants, ε1, . . . , εn).

On cherche un intervalle bIx,n tel que

P
{
Yx 2 bIx,n} > 1− α

118 Gilles Stoltz



Eléments de statistique mathématique

Fig. 4. Intervalles de confiance et de prédiction sur l’exemple des appartements.

pour un niveau 1−α fixé par l’utilisateur. bIx,n est appelé un intervalle de prévision, plutôt
qu’un intervalle de confiance. En effet, les intervalles de confiance portent sur des quantités
déterministes ; quand on veut encadrer une quantité aléatoire qui sera observée plus tard,
on parle, comme ici, d’intervalle de prévision.

On a de bons espoirs d’aboutir : on a un intervalle de confiance sur µx et on a une
estimation bσ2n de la variance σ20 de εx ∼ N �0, σ20�. Des calculs simples, utilisant le résultat
du théorème 8.4, montrent alors le résultat suivant.

Théorème 8.5. Dans le modèle linéaire gaussien, la différence entre l’observation
Yx et la prédiction de son espérance bµx,n suit une loi normale,

Yx − bµx,n ∼ N
�
0, σ20

�
1+

hx,n

n

��
.

Une studentisation donne alors
1qbσ2n �1+ hx,n/n

� �Yx − bµx,n� ∼ Tn−2

et par conséquent, un intervalle de prévision au niveau 1− α est

bIx,n =

"bµx,n � tn−2,1−α/2

sbσ2n �1+
hx,n

n

�#
.

Exercice 8.6. Cette fois-ci, vous avez tout pour prouver la première assertion du théo-
rème ! Le calcul est simple, si l’on exploite le théorème 8.4 et les propriétés d’indépendance
des εj et de εx.

4.3. Tracés SPSS.

La minute SPPS 8.6. En traçant un scatterplot (par Chart Builder / Scatter/Dot),
et en demandant dans la fenêtre de Chart editor le tracé de la droite de régression, des
intervalles de confiance et de prévision (tous deux à 95%), on a obtenu la figure 4.

On remarque qu’il semble y avoir des observations atypiques (qui n’appartiennent pas
à leur propre intervalle de prévision). Il faudrait les enlever du jeu de données et expliquer
pourquoi (par des considérations extra-statistiques) elles méritent un traitement à part.

Gilles Stoltz 119



Eléments de statistique mathématique

5. Exercices

Les exercices qui suivent nécessitent tous des fichiers de données, disponibles, comme
à l’accoutumée, sur le site web du cours.

Exercice 8.7. Retrouvez les résultats du rapport de régression du dernier exercice
de l’examen de rattrapage 2007, en étudiant sous SPSS le fichier Orange.sav. La première
colonne est l’étiquette de l’oranger considéré, la deuxième donne l’âge de l’arbre en jours,
et la troisième, sa circonférence mesurée (en millimètres). Répondez ensuite aux questions
posées lors de l’examen.

Exercice 8.8 (Regarder la télé rend-il fou ?). Chargez le fichier de données TV.sav
sous SPSS. Il reporte chaque année (première colonne) le nombre de téléviseurs en ser-
vice (en milliers, deuxième colonne) et le taux de malades mentaux (nombre pour mille
habitants, troisième colonne). L’étude a été réalisée en Grande-Bretagne.

– Quelle est d’après vous la variable à expliquer et la variable explicative ?
– Effectuez la régression sous SPSS. Quelle relation proposez-vous ?
– Quelle quantité mesure la bonne explication de la variable à expliquer par la variable
explicative ? Que vaut-elle ici ? Est-ce une valeur satisfaisante ?

– Faut-il en conclure que regarder la télé rend fou, et si non, pourquoi ?
– On pourra se convaincre qu’il faut répondre non à la question précédente en étudiant
la régression du taux de malades mentaux par l’indice de l’année. Que se passe-t-il
donc ?

Exercice 8.9. Le fichier Ozone.sav indique, pendant cinq mois, de mai à septembre
1973, les mesures de différentes quantités : la concentration d’ozone, l’intensité du rayon-
nement solaire, le vent, la température. Plus précisément, voici ce qu’en dit la source :

Daily readings of the following air quality values for May 1, 1973 (a Tuesday) to
September 30, 1973.

– Ozone : Mean ozone in parts per billion from 1300 to 1500 hours at Roose-
velt Island

– Solar.R : Solar radiation in Langleys in the frequency band 4000Ű7700
Angstroms from 0800 to 1200 hours at Central Park

– Wind : Average wind speed in miles per hour at 0700 and 1000 hours at
LaGuardia Airport

– Temp : Maximum daily temperature in degrees Fahrenheit at La Guardia
Airport.

The data were obtained from the New York State Department of Conservation
(ozone data) and the National Weather Service (meteorological data).

Montrez que la température seule n’est pas une bonne explication de la concentra-
tion en ozone. Est-ce parce qu’elle n’est pas une variable influant significativement sur la
concentration d’ozone ? Précisez la taille de l’aléa associé à cette régression (i.e., l’estimée
de la variance) ; commentez sa valeur.

Parmi les trois variables explicatives, quelle est la meilleure prise isolément pour ex-
pliquer la concentration ?

Exercice 8.10. Méditez la figure 5 ; notez en particulier que la régression (simple ou
multiple) sera très utilisée dans vos cours de finance ! Enfin, si la finance existe encore d’ici
là.
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Fig. 5. Un extrait d’un article de finance (envoyé par Christophe Pérignon).
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